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ВВЕДЕНИЕ 
 
 

В учебно-методическом пособии рассмотрены основные сведения по 
теории, приведены варианты заданий и примеры решения задач для студентов 
очной формы обучения по направлению подготовки 15.03.02 «Технологические 
машины и оборудование», выполняющих расчетно-графическую работу по 
следующим темам дисциплины «Сопротивление материалов»: 

1. Продольная деформация. 
2. Кручение. 
3. Изгиб. 
4. Динамическая нагрузка. 

При решении каждой задачи контрольных работ в начале должны быть 
указаны исходные данные, т. е. условия задачи, схема и все заданные величины. 
Расчет следует сопровождать заголовками и краткими пояснениями. В 
аналитических выкладках вначале записываются формулы, а затем 
подставляются численные значения символов. В итоговых величинах 
указывается размерность. В окончательных результатах следует сохранять 
только оправданное количество значащих цифр.  

Для измерения физических и механических величин используется 
международная система единиц. В качестве основных единиц в СИ приняты: 
метр (м); секунда (с); килограмм массы (кг); ньютон (Н); паскаль  
(1 Па = 1 Н/м2). Также используются кратные единицы: килоньютон  
(1 кН = 103 Н) и мегапаскаль (1 МПа = 1 Н/мм2 = 106 Па).    
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1. ПРОДОЛЬНАЯ ДЕФОРМАЦИЯ 
 

1.1. Краткие сведения по теории 
 
Стержень подвергается продольной деформации, когда в его поперечных 

сечениях возникает внутренняя продольная сила N. Ее величина определяется 
методом сечений по участкам, границами которых являются места приложения 
внешних продольных сил, действующих на стержень. Из условия равновесия 
следует, что величина внутренней продольной силы N в поперечном сечении 
стержня численно равна алгебраической сумме внешних продольных сил, 
действующих по одну сторону от рассматриваемого сечения. 

 
 

 
Рисунок 1  

 
Продольная сила N в поперечном сечении стержня считается 

положительной, когда внешняя продольная сила, приложенная справа или 
слева от сечения, вызывает растяжение стержня; сжимающая сила считается 
отрицательной (рис. 1). 

Эпюра продольной силы – это график, показывающий изменение 
величины внутренней продольной силы N в поперечных сечениях стержня в 
зависимости от координаты x по длине стержня.     

Величина нормального напряжения σ в любой точке поперечного 
сечения стержня определяется по формуле: 

 

A
Nσ = , 

 
где N – величина внутренней продольной силы в сечении;  

A – площадь поперечного сечения стержня.  
Условие прочности при продольной деформации имеет вид: 
 

][σ
A

N
σ MAX

MAX ≤= , 

 



6 

где NМАХ – максимальная величина внутренней продольной силы в сечении 
стержня;  

[σ] – допускаемое нормальное напряжение.                                      
 
Абсолютное удлинение ΔL на участке длиной L, где продольная сила N 

постоянна, определяется по формуле: 
 

AE
LNΔL
⋅
⋅

= , 

                                                      
где Е – модуль Юнга материала стержня. 

Произведение Е·А называется продольной жесткостью стержня. 
Если стержень имеет несколько участков, то абсолютное удлинение будет 

определяться как алгебраическая сумма абсолютных удлинений на участках  
 

∑
= ⋅

⋅
=

n

1i i

ii

AE
LNΔL . 

                                         
Величина наибольшего относительного удлинения на участке стержня 

длиной L определяется по формуле: 
 

L
ΔL

ε MAX= . 

                                                         
Условие жесткости при продольной деформации имеет вид: 
 

[ ]εεMAX ≤ , 
                                     

где [ε] – допускаемое относительное удлинение.      
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1.2. Задача № 1. Продольная деформация 
 
 

Стальной стержень АЕ круглого поперечного сечения нагружен 
заданными продольными силами F1, F2, F3 и F4.  

Относительные длины участков стержня k1 = L1/L, k2 = L2/L, k3 = L3/L,  
k4 = L4/L, допускаемое напряжение [σ] и допускаемое относительное удлинение 
[ε] известны. Модуль Юнга материала стержня Е = 2·108 кПа. 

Требуется построить эпюры продольной силы N и относительного 
удлинения ε, с помощью которых определить диаметр поперечного сечения 
стержня из условий прочности и жесткости.  

Данные, необходимые для вычисления, приведены в табл. 1. 
  
 

Таблица 1 – Данные для вычисления задачи № 1 

 
 
 
 

№ F1  F2 F3 F4 k1 k2 k3 k4 [σ] [ε] 
кН кН кН   кН - - - - МПа % 

0 3 7 2 11 0,4 0,5 0,2 0,6 110 0,15 
1 2 3 11 7 0,2 0,4 0,6 0,5 120 0,14 
2 11 7 3 2 0,6 0,5 0,4 0,2 125 0,13 
3 3 2 11 7 0,4 0,2 0,6 0,5 130 0,12 
4 2 11 7 3 0,2 0,6 0,5 0,4 135 0,11 
5 3 11 2 7 0,4 0,6 0,2 0,5 140 0,1 
6 7 2 3 11 0,5 0,2 0,4 0,6 145 0,09 
7 11 2 3 7 0,6 0,2 0,4 0,5 150 0,08 
8 7 11 2 3 0,5 0,6 0,2 0,4 155 0,07 
9 3 2 7 11 0,4 0,2 0,5 0,6 160 0,06 
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1.3. Пример выполнения задачи № 1 
 
 

Стальной стержень АЕ (рис. 2) круглого поперечного сечения нагружен 
заданными продольными силами F1 = 10 кН, F2 = 7 кН, F3 = 24 кН и F4 = 15 кН.   

Длины участков стержня L1 = k1L = 0,7L, L2 = k2L = 0,4L, L3 = k3L = 0,5L,  
L4 = k4L = 0,8L, допускаемое напряжение [σ] = 160 МПа, допускаемое 
относительное удлинение [ε] = 0,001, модуль Юнга материала Е = 2·108 кПа. 

Требуется построить эпюры продольной силы N и относительного 
удлинения ε, с помощью которых определить диаметр поперечного сечения 
стержня из условий прочности и жесткости. 

 
Построение эпюры продольной силы 

 
Не вычисляя из уравнений равновесия значение реакции в заделке и 

используя метод сечений, запишем выражения для продольной силы по 
участкам стержня. Будем двигаться при этом слева направо в сторону заделки 
Е, начиная со свободного конца А стержня и используя правило знаков 
согласно рис. 1. 

Границы первого участка:   
0 ≤ х1 ≤ L1. 

N1 = ΣNЛЕВ = F1 = 10 кН. 
 
Границы второго участка:  

L1 ≤ х2 ≤ L1 + L2. 
N2 = ΣNЛЕВ = F1 – F2 = 10 – 7 = 3 кН. 

 
Границы третьего участка:  

L1 + L2  ≤ х3 ≤ L1 + L2 + L3. 
 
Границы четвертого участка:  

L1 + L2 + L3 ≤ х4 ≤ L1 + L2 + L3 + L4. 
N4 = ΣNЛЕВ = F1 – F2 – F3 + F4 = 10 – 7 – 24 + 15 = – 6 кН. 

Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 
соответствующих участков стержня (рис. 2). После построения эпюры 
продольной силы делаем ее проверку, используя правило проверки 
правильности построения эпюры продольной силы: в тех сечениях стержня, где 
приложены сосредоточенные продольные силы, на эпюре будут скачки на их 
величину в соответствии с направлением хода построения и выбранного 
правила знаков. 

 
Построение эпюры удлинения 

 
Заделка неподвижна, поэтому удлинение в ней ΔLЕ = 0.   
Удлинение сечения D относительно неподвижной заделки E       
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EA
LNL 44

DE
⋅

=∆ , 

откуда       кН 4,80,86kNEA
L

ΔLEAε 44
DE

DE −=⋅−=⋅=⋅=⋅ . 

Относительное удлинение сечения С относительно неподвижной заделки 
Е складывается из суммы относительных удлинений сечения С относительно D 
и сечения D относительно E, т. е.  

,EAεEAεEAε DECDCE ⋅+⋅=⋅  

где            кН, 10,50,521kNEA
L

ΔLEAε 33
CD

CD −=⋅−=⋅=⋅=⋅                     

тогда       ( ) кН 15,34,810,5EAεEAεEAε DECDCE −=−+−=⋅+⋅=⋅ . 
Аналогично определяются относительные удлинения сечений В и А 

относительно неподвижной заделки Е: 
,EAεEAεEAε CEBCBE ⋅+⋅=⋅  

где     кН, 1,20,43kNEA
L

ΔLEAε 22
BC

BC =⋅=⋅=⋅=⋅  

тогда кН ,1142,115,3EAεEAεEAε CEBCBE −=+−=⋅+⋅=⋅ , 
,EAεEAεEAε BEABAE ⋅+⋅=⋅  

кН, 70,710kNEA
L

ΔLEAε 11
AB

AB =⋅=⋅=⋅=⋅  

( ) кН ,17,1147EAεEAεEAε BEABAE −=−+=⋅+⋅=⋅ . 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 

соответствующих участков стержня (рис. 2). 
 

Определение диаметра стержня 
 
Так как сечение стержня по длине не меняется, то из условия прочности 

определим минимальный диаметр стержня круглого сплошного сечения:     
 

[ ] мм  93,12м  0,01293
101603,14

10214
σπ

N4
d 6

3
MAX

MIN ==
⋅⋅

⋅⋅
=

⋅
⋅

≥ . 

 
Полученное значение округлим до d = 15 мм. 
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Рисунок 2  
 

Определение наибольшего относительного удлинения 
 

Сначала определим величину площади стержня круглого сплошного 
сечения:          

( ) 25
22

м10,6517
4
0,0153,14

4
dπA −⋅=

⋅
=

⋅
= . 

Тогда продольная жесткость стержня будет равна: 
 

ЕА = 2·108·17,65·10-5 =35320 кН. 
Величина наибольшего относительного удлинения:         

00043,0
35320

,315
EA

EAε
ε CE

MAX =
−

=
⋅

= . 
Выполняем проверку условия жесткости стержня: 

[ ]ε001,000043,0εMAX =<= . 
Условие жесткости стержня для диаметра 15 мм выполняется, в 

противном случае диаметр стержня надо увеличить до значения, определяемого 
формулой: 

[ ]επE
EAε4

d MAX
MIN ⋅⋅

⋅⋅
≥ . 
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2. КРУЧЕНИЕ 
 

2.1. Краткие сведения по теории 
 

Стержень подвергается деформации кручения, когда в его поперечных 
сечениях возникают внутренние крутящие моменты МК. Их величина 
определяется методом сечений по участкам, границами которых являются 
места приложения внешних крутящих моментов T, действующих на стержень. 
Из условия равновесия следует, что величина внутреннего крутящего момента 
МК в поперечном сечении стержня численно равна алгебраической сумме 
внешних крутящих моментов T, действующих по одну сторону от 
рассматриваемого сечения. 

 

           
 

Рисунок 3 
 
Крутящий момент МК в поперечном сечении вала считается 

положительным, когда внешний крутящий момент Т действует по часовой 
стрелке при взгляде на соответствующий торец вала (рис. 3). 

Эпюра крутящего момента – это график, показывающий изменение 
величины внутреннего крутящего момента в поперечных сечениях вала в 
зависимости от координаты x.     

Для цилиндрического стержня круглого поперечного сечения диаметром 
d величина касательного напряжения τ в точке поперечного сечения, 
находящегося на расстоянии ρ от центра (рис. 4), определяется по формуле: 

ρ
I

Мτ
P

К ⋅= , 

где  МК – величина крутящего момента в сечении;  
IР – полярный момент инерции сечения.  

Для круглого сплошного сечения диаметром d полярный момент инерции 
IР определяется по формуле: 

32
dπI

4

P
⋅

= . 
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Максимальные касательные напряжения τ в поперечном сечении вала 
действуют в точках, наиболее удаленных от центра, т. е. при ρ = d/2         
(рис. 4). Их величина определяется по формуле: 

P

К
MAX W

Мτ = , 

где WР – полярный момент сопротивления.  
Для круглого сплошного сечения WР определяется по формуле: 

16
dπ

d
2IW

3
P

P
⋅

=
⋅

= . 

 
Условие прочности при кручении имеет вид: 

][τ
W
М

τ
P

К
MAX ≤= , 

где [τ] – допускаемое касательное напряжение при кручении. 
 

                                             
 

Рисунок 4  
 

Угол закручивания φ на участке вала длиной L, где крутящий момент МК 
постоянен, определяется по формуле: 

P

К

IG
LМ

⋅
⋅

=ϕ , 

где G – модуль сдвига материала вала. 
Произведение G·IР называется жесткостью при кручении вала. 
Если стержень имеет несколько участков, то угол закручивания будет 

определяться как алгебраическая сумма углов закручивания на участках  
 

∑
= ⋅

⋅
=

n

1i Pi

iКi

IG
LМϕ . 

 
Величина наибольшего относительного угла закручивания (рад/м) на 

участке вала длиной L определяется по формуле: 
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L
Δ MAXϕ
ϕ = . 

Условие жесткости при кручении имеет вид: 
 
[ ]ϕϕ ΔΔ MAX ≤ , 

 
где [Δφ] – допускаемый относительный угол закручивания.          

 
 

2.2. Задача № 2. Кручение 
 
 
Стальной стержень АЕ круглого поперечного сечения нагружен 

заданными крутящими моментами Т1, Т2, Т3 и Т4.  
Относительные длины участков стержня k1 = L1/L, k2 = L2/L, k3 = L3/L, 

k4 = L4/L, допускаемые напряжение [τ] и относительный угол закручивания 
[Δφ] известны. Модуль сдвига материала стержня G = 0,8·108 кПа. 

Требуется построить эпюры крутящего момента Мк и относительного 
угла закручивания Δφ, с помощью которых определить диаметр поперечного 
сечения стержня из условий прочности и жесткости. Данные, необходимые для 
вычисления, приведены в табл. 2. 

 
Таблица 2 – Данные для вычисления к задаче № 2 

№ 
Т1  Т2 Т3 Т4 k1 k2 k3 k4 [τ] [Δφ] 

кНм кНм кНм кНм - - - - МПа рад/м 

0 3 2 7 11 0,4 0,2 0,5 0,6 35 0,015 
1 7 11 2 3 0,5 0,6 0,2 0,4 40 0,014 
2 11 2 3 7 0,6 0,2 0,4 0,5 45 0,013 
3 7 2 3 11 0,5 0,2 0,4 0,6 50 0,012 
4 3 11 2 7 0,4 0,6 0,2 0,5 55 0,011 
5 2 11 7 3 0,2 0,6 0,5 0,4 60 0,01 
6 3 2 11 7 0,4 0,2 0,6 0,5 65 0,009 
7 11 7 3 2 0,6 0,5 0,4 0,2 70 0,008 
8 2 3 11 7 0,2 0,4 0,6 0,5 75 0,007 
9 3 7 2 11 0,4 0,5 0,2 0,6 80 0,006 
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2.3. Пример выполнения задачи № 2 
 
 
Стальной стержень АЕ круглого поперечного сечения нагружен 

крутящими моментами Т1 = 7 кНм, Т2 = 10 кНм, Т3 = 15 кНм и Т4 = 24 кНм.   
Длины участков стержня L1 = k1L = 0,8L, L2 = k2L = 0,7L, L3 = k3L = 0,4L, 

L4 = k4L = 0,5L (рис. 5), допускаемое напряжение [τ] = 25 МПа, допускаемый 
относительный угол закручивания [Δφ] = 0,006 рад/м, модуль сдвига материала 
стержня G = 0,8·108 кПа. 

Требуется построить эпюры крутящего момента МК и относительного 
угла закручивания Δφ, с помощью которых определить диаметр поперечного 
сечения стержня из условий прочности и жесткости. 

 
Построение эпюры крутящих моментов 

 
Не вычисляя из уравнений равновесия значение реактивного момента в 

заделке и используя метод сечений, запишем выражения для крутящего 
момента по участкам вала. Будем двигаться при этом слева направо в сторону 
заделки Е, начиная со свободного конца А вала и используя правило знаков 
согласно рис. 3. 

Границы первого участка:  
0 ≤ х1 ≤ L1. 

МК1 = ΣТЛЕВ = Т1 = 7 кНм. 
 
Границы второго участка:  

L1 ≤ х2 ≤ L1 + L2. 
МК2 = ΣТЛЕВ = Т1 – Т2 = 7 – 10 =  – 3 кНм. 

 
Границы третьего участка:  

L1 + L2  ≤ х3 ≤ L1 + L2 + L3. 
МК3 = ΣТЛЕВ = Т1 – Т2 – Т3  = 7 – 10 – 15 =  – 18 кНм. 

 
Границы четвертого участка: 

 L1 + L2 + L3 ≤ х4 ≤ L1 + L2 + L3 + L4. 
МК4 = ΣТЛЕВ = Т1 – Т2 – Т3 + Т4 = 7 – 10 – 15 + 24 = 6 кНм. 

 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 

соответствующих участков вала (рис. 5). После построения эпюры крутящих 
моментов делаем ее проверку, используя правило проверки правильности 
построения эпюры крутящих моментов: в тех сечениях вала, где приложены 
сосредоточенные крутящие моменты, на эпюре будут скачки на их величину в 
соответствии с направлением хода построения и выбранного правила знаков.     
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Рисунок 5  
                       

Построение эпюры углов закручивания 
 
Заделка неподвижна, поэтому угол закручивания в ней φЕ = 0 рад.   
Угол поворота сечения D относительно неподвижной заделки E       

P

4K4
DE IG

LM
⋅
⋅

=ϕ , 

откуда           кНм 35,06kMGI
L

GI 4K4P
DE

PDE =⋅=⋅=⋅=⋅∆
ϕϕ . 

Относительный угол закручивания сечения С относительно неподвижной 
заделки Е складывается из суммы относительных углов закручивания сечения 
С относительно D и сечения D относительно E, т. е. 

 
,GIGIGI PDEPCDPCE ⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ  

где   кНм, 2,74,018kMGI
L

GI 3K3P
CD

PCD −=⋅−=⋅=⋅=⋅∆
ϕϕ  
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тогда   кНм 2,432,7GIGIGI PDEPCDPCE −=+−=⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ . 
 
Аналогично определяются относительные углы закручивания сечений В и 

А относительно неподвижной заделки Е: 
 

,GIGIGI PCEPBCPBE ⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ  

где     кНм 1,27,03kMGI
L

GI 2K2P
BC

PBC −=⋅−=⋅=⋅=⋅∆
ϕϕ , 

тогда ( ) ,кНм 3,62,41,2GIGIGI PCEPBCPBE −=−+−=⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ  
 

,GIGIGI PBEPABPAE ⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ  
 

кНм, 6,58,07kMGI
L

GI 1K1P
AB

PAB =⋅=⋅=⋅=⋅∆
ϕϕ  

 
( ) кНм. 7,03,66,5GIGIGI PBEPABPAE −=−+=⋅∆+⋅∆=⋅∆ ϕϕϕ  

 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 

соответствующих участков вала (рис. 5). 
 

Определение диаметра вала 
 
Так как сечение вала по длине не меняется, то из условия прочности 

определим минимальный диаметр вала круглого сплошного сечения:      
      

[ ] мм  154м  0,154
10253,14

101816
τπ

М16
d 3

6

3

3 MAX К
MIN ==

⋅⋅
⋅⋅

=
⋅

⋅
≥ . 

Полученное значение округлим до d = 160 мм. 
 

Определение наибольшего относительного угла закручивания 
 
Сначала определим величину полярного момента инерции IР при 

кручении вала круглого сплошного сечения. Так как сечение вала по длине 
постоянно, то для каждого участка имеем: 

 

( ) 46
44

P м1064,3
32

0,163,14
32

dπI −⋅=
⋅

=
⋅

= . 
 

Тогда жесткость стержня при кручении будет равна: 
 

268
P кHм 6,51441064,3108,0GI =⋅⋅⋅= − . 

 



23 

Величина наибольшего относительного угла закручивания будет равна: 

рад/м  12200,0
6,5144

6,3
GI

GI
Δ

P

PBE
MAX =

−
=

⋅∆
=

ϕ
ϕ . 

 

Выполняем проверку условия жесткости вала: 
 

[ ]ϕϕ Δрад/м 006,0рад/м 12200,0Δ MAX =<= . 
 

Условие жесткости вала для диаметра 160 мм выполняется, в противном 
случае диаметр вала надо увеличить до значения, определяемого формулой: 

 

[ ]
4 PMAX

MIN πG
GI32

d
ϕ

ϕ
∆⋅⋅
⋅∆⋅

≥ . 
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3. ИЗГИБ 
                       

3.1. Краткие сведения по теории 
 
 
Деформация, при которой меняется кривизна геометрической оси, 

называется изгибом. Стержень при изгибе называется балкой. 
При изгибе стержня за счет действия на него внешней поперечной 

нагрузки (сосредоточенных сил и моментов) в поперечных сечениях стержня 
возникают следующие внутренние силовые факторы: поперечная сила Q и 
изгибающий момент M. 

Если плоскость, в которой лежат действующие нагрузки, совпадает с 
одной из главных плоскостей инерции, то такой изгиб называется прямым, а 
если не совпадает, то косым. Если величина поперечной силы в сечении не 
равна нулю, то такой изгиб называется поперечным. Если величина 
поперечной силы в сечении равна нулю и изгибающий момент постоянен, то 
такой изгиб называется чистым.  

Далее будет рассмотрена теория прямого поперечного изгиба. 
Величина поперечной силы QY в поперечном сечении балки численно 

равна алгебраической сумме проекций на ось Y всех внешних сил, 
действующих по одну сторону (справа или слева) от рассматриваемого сечения. 
Поперечная сила считается положительной, если она направлена слева вверх и 
справа вниз. При противоположных направлениях поперечная сила считается 
отрицательной (рис. 6).   

Величина изгибающего момента MZ в поперечном сечении балки 
численно равна алгебраической сумме моментов внешних нагрузок, 
действующих по одну сторону (справа или слева) от рассматриваемого сечения. 
Изгибающий момент считается положительным, если он направлен слева от 
сечения по часовой стрелке, а справа – против часовой стрелки. При 
противоположных направлениях считается отрицательным (рис. 6). 

Эпюрой поперечных сил Q и изгибающих моментов M называется 
график, показывающий изменение соответствующих величин в зависимости от 
координаты Х. 

 
 
 
                                                          
                                               
           
                                             

Рисунок 6  
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Условие прочности по нормальным напряжениям при изгибе имеет вид: 
 

[ ]σ
W

М
σ

Z

MAX
MAX ≤= , 

где σMAX – максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении балки; 
|МMAX| – наибольшее по модулю значение изгибающего момента, взятое с 

его эпюры;  
WZ – момент сопротивления постоянной по длине балки площади 

поперечного сечения;  
[σ] – допускаемое нормальное напряжение при изгибе. 

Для круглого сплошного сечения величина WZ определяется по формуле: 

32
dπW

3

Z
⋅

= , 

где d – диаметр стержня. 
При изгибе балки существуют дифференциальные зависимости: 
                          

q(x).
dx

dQ(x)              Q(x),
dx

dM(x)
==  

 
Из них следуют правила проверки построенных эпюр Q и М:  
1. В тех сечениях балки, где приложены сосредоточенные силы, включая 

опорные реакции, на эпюре Q будут скачки на их величину, а на эпюре М – 
излом эпюры. 

2. В тех сечениях балки, где приложены сосредоточенные моменты, 
включая опорные в заделках, на эпюре М будут скачки на их величину, а на 
эпюре Q особенностей не будет. 

3. На участке, где действует равномерно распределенная нагрузка q, на 
эпюре Q будет наклонная линия, а на эпюре М – парабола, выпуклостью 
направленная навстречу нагрузке q. 

4. Если эпюра Q проходит через ноль и меняет знак, то в этом сечении 
эпюра М будет иметь экстремум. 

5. На участке, где отсутствует равномерно распределенная нагрузка q, 
эпюра Q будет представлена горизонтальной линией, а эпюра М – наклонной к 
оси х прямой. 

6. На участке, где поперечная сила Q положительна, изгибающий момент 
М возрастает, а если сила Q отрицательна, то момент М убывает. 
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3.2. Задача № 3. Изгиб силами и моментами 
 
 
Стальной стержень АВ круглого поперечного сечения нагружен 

заданными изгибающими моментами М01, М02 и поперечными силами F1 и F2. 
Длины участков стержня a, b, c и допускаемое напряжение [σ] известны.  
Требуется определить реакции в опорах А и В, построить эпюры 

поперечной силы Q и изгибающего момента М, определить диаметр 
поперечного сечения стержня из условия прочности. Данные, необходимые для 
вычисления, приведены в табл. 3. 

 
Таблица 3 – Данные для вычисления к задаче № 3 

№ M01 F1 M02 F2 a b c [σ] 

 кНм кН кНм кН м м м МПа 

0 4 2 3 5 1 2 3 110 
1 7 3 2 4 2 3 1 120 
2 2 8 5 6 3 1 2 125 
3 7 9 8 2 2 1 3 130 
4 6 5 7 3 1 3 2 135 
5 3 7 5 6 2 2 1 140 
6 2 8 9 7 1 3 1 145 
7 6 5 8 2 3 1 1 150 
8 4 2 3 7 2 3 2 155 
9 5 3 2 4 3 2 1 160 
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3.3. Пример выполнения задачи № 3 
 

 
Стальной стержень АВ круглого поперечного сечения нагружен 

изгибающими моментами М01 = 15 кНм, М02 = 15 кНм и поперечными силами 
F1 = 5 кН и F2 = 20 кН (рис. 7). 

Длины участков стержня a = 2 м, b = 3 м, c = 1 м, допускаемое 
напряжение [σ] = 160 МПа.  

Требуется определить реакции в опорах А и В, построить эпюры 
поперечной силы Q и изгибающего момента М, определить диаметр 
поперечного сечения стержня из условия прочности. 

 
Определение реакций опор 

 
Для определения реакции в опорных закреплениях используем уравнения 

равновесия статики на плоскости. Для этого в опорах А и В покажем действие 
реакций YA и YB, направив их предварительно вертикально вверх (см. рис. 7). 
Так как горизонтальных сил к балке не приложено, то ХA = 0.  

Для нахождения реакции YА составим сумму моментов всех 
действующих сил относительно точки В: 

( ) 0;cFMcbFMc)b(aY   ;0M 202101A

n

1i
Bi =⋅+−+⋅−+++⋅−=∑

=
 

 
( ) ( ) кН. 833,0

132
1201013515

cba
cFMcbFMY 202101

A =
++

⋅+−+⋅−
=

++
⋅+−+⋅−

=  

 
Так как значение реакции YА получилось положительным, то ее 

направление соответствует показанному направлению YА на расчетной схеме (в 
противном случае направление следует поменять на обратное). 

Для нахождения реакции YВ составим сумму моментов всех 
действующих сил относительно точки А: 

( ) 0;aFMabFMc)b(aY  ;0M 102201B

n

1i
Ai =⋅+−+⋅−+++⋅=∑

=
 

 
( ) ( ) кН. 167,14

132
2515232010

cba
aFMabFMY 101202

B =
++

⋅−−+⋅+
=

++
⋅−−+⋅+

=

 
Так как значение реакции YВ получилось положительным, то ее 

направление соответствует показанному направлению YВ на расчетной схеме (в 
противном случае направление следует поменять на обратное). 

Сделаем проверку найденных реакций: 
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0.205167,14833,0FFYYY 21BA

n

1i
i =−++=−++=∑

=
 

Проверка сошлась, теперь на расчетной схеме все известно и можно 
приступать к построению эпюр поперечной силы и изгибающего момента.  

 
Построение эпюр поперечной силы и изгибающего момента 

 
Заданная балка состоит из трех участков. Рассечем ее последовательно на 

каждом из них и запишем выражения для поперечной силы и изгибающего 
момента, действующих по одну сторону от рассматриваемого сечения, 
используя правило знаков согласно рис. 7. 

Границы первого участка: 
0 ≤ х1  ≤ a. 

Q1 = ΣQЛЕВ = YA =  0,833 кН. 
M1 = ΣMЛЕВ = YA∙x1  =  0,833∙x1. 

При x1 = 0 м, М1 = 0 кНм. 
При x1 = a = 2 м, М1 = 1,667 кНм. 
Границы второго участка:  

0 ≤ х2 ≤  c. 
Q2 = ΣQПР = – YB = – 14,167 кН. 
M2 = ΣMПР = YB∙x2 =  14,167∙x2. 

При x2 = 0 м, М2 = 0 кНм. 
При x2 = c = 1 м, М2 = 14,167 кНм. 
Границы третьего участка:  

a ≤ х3  ≤ а + b. 
Q3 = ΣQЛЕВ = YA + F1 = 0,833 + 5 = 5,833 кН. 

M3 = ΣMЛЕВ = YA∙x3 – M01  + F1∙(x3 – a) = 0,833∙x3 – 15  + 5∙(x3 – 2). 
При x3 = a = 2 м,  М3 = 0,833∙2 – 15  = –13,333 кНм.  
При x3 = а + b = 5 м, М3 = 0,833∙5 – 15  + 5∙(5 – 2) = 4,167 кНм. 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 

соответствующих участков балки (рис. 7). После построения эпюры делаем ее 
проверку, используя правила построения эпюр при изгибе. 

 
Определение диаметра балки 

 
Так как сечение балки по длине не меняется, то из условия прочности 

определим минимальный диаметр балки круглого сплошного сечения:         
   

[ ] мм  6,96м  0,0966
101603,14
10167,1432

σπ
М32

d 3
6

3

3 MAX
MIN ==

⋅⋅
⋅⋅

=
⋅

⋅
≥ . 

Полученное значение округлим до d = 100 мм. 
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Рисунок 7  
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3.4. Задача № 4. Изгиб деревянной и стальной балок 

 
 

Для заданных двух схем балок (рис. 8) требуется написать выражения Q и 
М для каждого участка в общем виде, построить эпюры Q и М, найти МMAX и 
подобрать:  

1. Для схемы (а) деревянную балку круглого поперечного сечения при  
[σ] = 8 МПа.  

2. Для схемы (б) стальную балку двутаврового поперечного сечения при 
[σ] = 160 МПа.   

Данные, необходимые для вычисления, приведены в табл. 4.        
 

Таблица 4 – Исходные данные к задаче № 4 

№ 
строки 

Схема 
по 

рис. 8 

L1 L2 Расстояния в  
долях пролета М0, 

кНм 

Сосредо-
точенная 

сила 
 Р, кН 

q,  
кН/м 

м а1/а а2/а а3/а 

1 I 1,1 6 1 9 1 10 10 10 

2 II 1,2 7 2 8 2 20 20 20 

3 III 1,3 3 3 7 3 3 3 3 

4 IV 1,4 4 4 6 4 4 4 4 

5 V 1,5 5 5 5 5 5 5 5 

6 VI 1,6 6 6 6 1 6 6 6 

7 VII 1,7 7 7 7 2 7 7 7 

8 VIII 1,8 8 8 8 3 8 8 8 

9 IX 1,9 9 9 9 4 9 9 9 

0 X 2,0 10 10 10 5 10 10 10 
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Рисунок 8     
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3.5. Пример выполнения задачи № 4а 
 
                                                                                                     

Исходные данные для деревянной балки 
 

         М0 = 30 кНм; q = 10 кН/м; а = 1 м; b = 1 м; с = 1 м; [σ] = 8 МПа (рис. 9). 
 
 
 
      
 
 
                                            
                                                     Рисунок 9      

 
Построение эпюр поперечной силы и изгибающего момента 

 
Не вычисляя из уравнений равновесия значения реакций в заделке, 

используя метод сечений, запишем выражения для поперечной силы и 
изгибающего момента по участкам балки. Будем двигаться при этом справа 
налево в сторону заделки, начиная со свободного конца и используя правило 
знаков согласно рис. 6. 

Границы первого участка:  0 ≤ х1 ≤ а (рис. 10). 
Q1 = ΣQПР= q∙x1 =  10∙x1. 
M1 = ΣMПР= – 0,5∙q∙x1∙x1  =  – 5∙x1

2. 
При  x1 = 0 м, Q1 = 0 кН, М1 = 0 кНм. 
При  x1 = а = 1 м, Q1 = 10 кН, М1 = − 5 кНм. 
Так как эпюра Q на первом участке не меняет свой знак, то на эпюре М не 

будет экстремального значения. Поэтому для построения параболы на эпюре М 
возьмем точку посередине первого участка и определим значение изгибающего 
момента в ней: x1 = 0,5∙a = 0,5 м, М1 = −1,25 кНм. 

Границы второго участка: а ≤ х2 ≤ а + b. 
Q2 = ΣQПР= q∙a = 10 кН. 
M2 = ΣMПР= – q∙a∙(x2  – 0,5∙a) = – 10∙(x2  – 0,5). 
При x2 = а = 1 м, М1 = − 5 кНм. 
При  x2 = а + b= 2 м, М2 = − 15 кНм. 
Границы третьего участка: а + b ≤ х3 ≤ а + b + с. 
Q3 = ΣQПР= q∙a = 10 кН. 
M3 = ΣMПР= – q∙a∙(x2  – 0,5∙ a) + M0 = – 10∙(x2  – 0,5) + 30. 
При x3 = а + b= 2 м, М3 = 15 кНм. 
При x3 = а + b + c= 3 м, М3 = 5 кНм. 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 

соответствующих участков балки (см. рис. 10) и делаем проверку эпюр. 
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Рисунок 10 

 
                  Подбор поперечного сечения деревянной балки 
  
Для подбора деревянной балки круглого поперечного сечения используем 

условие прочности по нормальным напряжениям при изгибе: 

                              [ ], σ
W

М
σ

Z

MAX
MAX ≤=                     

где σMAX – максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении балки; 
|МMAX| = 15 кНм – наибольшее по модулю значение изгибающего момента;  
[σ] – допускаемое нормальное напряжение при изгибе;  
[σ] = 8 МПа; 
WZ – момент сопротивления площади поперечного сечения балки.  

Для круга диаметром d момент сопротивления: 

                                              .
32

dπW
3

Z
⋅

=  

Найдем минимальный диаметр балки круглого поперечного сечения: 
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Полученное значение округлим до ближайшего большего, получим  

d = 0,28 м.       
 

 
3.6. Пример выполнения задачи № 4б 

 
 

Исходные данные для стальной балки 
 
 
q = 20 кН/м; а = 1 м; b = 2 м; с = 1 м; d = 3 м; Р = 25 кН; [σ] = 160 МПа 

(рис. 11).  
   

                                     
                                              
                        
                                  
 
 

                           
Рисунок 11 

 
 

Построение эпюр поперечной силы и изгибающего момента 
 
 
Перед построением эпюр в случае шарнирных балок следует определить 

реакции в опорных закреплениях, используя уравнения равновесия статики. 
Для этого отбросим опоры А и В и заменим их действие реакциями YA и YB, 
направив их предварительно вертикально вверх. Так как горизонтальных сил к 
балке не приложено, то ХA = 0. Распределенную нагрузку интенсивностью q на 
участках а и b приведем к соответствующим равнодействующим в виде 
сосредоточенных сил q∙a и q∙b, направленных вертикально вниз из середины 
каждого участка а и b (рис. 12).  
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Рисунок 12 

 
Для нахождения реакции YB составим сумму моментов всех 

действующих сил относительно точки А: 

                 ,0M
n

1i
Ai∑

=

=  0.d)c(bYc)(bP
2
bbq

2
aaq B =++⋅++⋅+⋅⋅−⋅⋅                        

    

кН. 7,5Y   0,3)1(2Y1)(225
2
2220

2
1120 ВB −==++⋅++⋅+⋅⋅−⋅⋅  

Так как значение реакции YB при выбранном направлении оказалось 
отрицательным, то действие реакции YB следует изменить на расчетной схеме 
на противоположное, т. е. вниз, и считать ее положительной величиной  
(рис. 13). 

 

Рисунок 13 
 
При составлении суммы моментов всех действующих сил относительно 

точки В (для нахождения реакции YА) распределенную нагрузку q удобнее 
привести к одной сосредоточенной силе q∙(a+b), направленной вертикально 
вниз и действующей по середине участка (а + b), тогда   

         ,0M
n

1i
Bi∑

=

= 0,)
2

bac(db)(aqd)c(bYdP A =
+

++⋅+⋅+++⋅−⋅−      

кН. 42,5Y 0,)
2

211(32)(1203)1(2Y325 AA ==
+

++⋅+⋅+++⋅−⋅−

  
Так как значение реакции YА при выбранном направлении оказалось 

положительным, то действие реакции YА направлено вверх (см. рис. 13). 
Сделаем проверку найденных реакций: 
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0.67,567,5

2)(1207,542,525b)(aqYYP    0,Y BA

n

1i
i

=−=

=+⋅−−+=+⋅−−+=∑
=  

Проверка сошлась, теперь на расчетной схеме все известно и можно 
приступать к построению эпюр поперечной силы и изгибающего момента.  

Заданная балка состоит из четырех участков. Рассечем ее 
последовательно на каждом из них и запишем выражения для поперечной силы 
и изгибающего момента, действующих по одну сторону от рассматриваемого 
сечения, используя правило знаков согласно рис. 6. 

Границы первого участка:  0 ≤ х1  ≤ d (рис. 14). 
Q1 = ΣQПР= YB =  7,5 кН. 
M1 = ΣMПР= – YB∙x1  =  – 7,5∙x1. 
При x1 = 0 м, М1 = 0 кНм. 
При x1 = d = 3 м, М1 = − 22,5 кНм. 
Границы второго участка:  d ≤ х2 ≤ d + c. 
Q2 = ΣQПР= YB –  P = 7,5 – 25 = – 17,5 кН. 
M2 = ΣMПР= – YB∙x2  + P∙(x2  – d) =  – 7,5∙x2 + 25∙(x2  – 3). 
При x2 = d = 3 м, М2 = 22,5 кНм. 
При x2 = d + c = 4 м, М2 = − 5 кНм. 
Границы третьего участка:  0 ≤ х3  ≤ а. 
Q3 = ΣQЛЕВ= = – q∙x3  = – 20∙x3. 
M3 = ΣMЛЕВ= – 0,5∙q∙x3∙x3 = – 10∙x3

2. 
При x3 = 0 м, Q3 = 0 кН, М3 = 0 кНм.  
При x3 = а = 1 м, Q1 = – 20 кН,  М3 = – 10 кНм. 
Так как эпюра Q на третьем участке не меняет свой знак, то на эпюре М 

не будет экстремального значения. Поэтому для построения параболы на эпюре 
М возьмем третью точку посередине рассматриваемого участка и определим 
значение изгибающего момента в ней: 

x3  = 0,5∙a  = 0,5 м; М3 = − 2,5 кНм. 
Границы четвертого участка:  a ≤  х4 ≤ а + b.  
Q4 = ΣQЛЕВ = – q∙x4 + YA  = – 20 x1 +42,5. 
M4 = ΣMЛЕВ  = – 0,5∙q∙x4∙x4 + YA ∙(x4  – a)  == – 10∙x4

2 + 42,5∙(x4  – 1). 
При x4= а = 1 м, Q4 = 22,5 кН,  М4 = – 10 кНм.  
При x4 = а + b  = 3 м, Q4 =  – 17,5 кН, М4 =  – 5 кНм. 
Так как на данном участке эпюра Q меняет знак, то, приравняв 

выражение Q4 к нулю, найдем координату, при которой на эпюре М  будет 
экстремум 

Q4 = – q∙x04 + YA  =  – 20∙x04 +42,5 = 0, 
откуда x04 = YA  / q  = 42,5 / 20 = 2,125 м. 

Экстремальное значение изгибающего момента:  
MEXT = – 0,5∙q∙x04∙x04 + YA ∙(x04  – a)  = – 10∙x04

2 + 42,5∙(x04  – 1) = 
= – 10∙(2,125)2 + + 42,5∙(2,125  – 1) = 2,66 кНм. 
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Рисунок 14 

 
В качестве дальнейшего обсуждения рассматриваемого вопроса можно 

показать, что значения эпюр не изменятся, если делать сечения, идя при этом с 
другой стороны. Так, например, сделаем сечение на участке b и рассмотрим  
оставшуюся часть балки с правой стороны. 

Границы пятого участка:  d +с  ≤ х5 ≤ d + c + b. 
Q5 = ΣQПР= YB – P + q∙(x5 – (d + c)) = – 17,5 +25∙(x5  – 4). 
M5 = ΣMПР = – YB∙x5  + P∙(x5  – d) – 0,5∙q∙(x5  – (d + c)) 2 = 
= – 7,5∙x5 + 25∙(x5  – 3) – −10∙(x5  – 4) 2. 
При x5 = d + c = 4 м, Q5 = − 17,5 кН, М5 = − 5 кНм. 
При x5 = d + c + b = 6 м, Q5 = 22,5 кН,  М5 = − 10 кНм. 
Определим экстремальное значение изгибающего момента на этом 

участке: 
Q5 = YB – P + q∙(x05 – (d + c))  = – 17,5 +25∙(x05  – 4) = 0, 
откуда x05 = 17,5  / 20 + 4  = 4,875 м. 
MEXT = – YB∙x05  + P∙(x05  – d) – 0,5q∙(x05  – (d + c)) 2 = 
= – 7,5∙x05 + 25∙(x05  – 3)  – 10∙(x05  – 4) 2 = 
= – 7,5∙4,875 + 25∙(4,875  – 3) – 10∙(4,875  – 4) 2 = 2,66 кНм. 
Полученные значения откладываем в масштабе на каждом из 
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соответствующих участков балки (см. рис. 14). После построения эпюры 
делаем ее проверку, используя правила проверки правильности построения 
эпюр для поперечной силы и изгибающего момента. 

 
 

Подбор поперечного сечения стальной балки 
 
 
Для подбора стальной балки двутаврового поперечного сечения 

используем условие прочности по нормальным напряжениям при изгибе: 

                                    [ ], σ
W

М
σ

Z

MAX
MAX ≤=      

где σMAX – максимальное нормальное напряжение в поперечном сечении балки; 
|МMAX| – наибольшее по модулю значение изгибающего момента;  
|МMAX| = 22,5 кНм;  
[σ] – допускаемое нормальное напряжение при изгибе;  
[σ] = 160 МПа;  
WZ – момент сопротивления площади поперечного сечения балки. 

Выразим момент сопротивления из условия прочности:   

[ ] .см 140,6м 0,1406
10160
1022,5

σ
M

W 33
6

3
MAX

Z ==
⋅
⋅

=≥  

По сортаменту принимаем двутавр № 18 ГОСТ 8239-93, у которого 
момент сопротивления WZ = 143 см3.  
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4. ДИНАМИЧЕСКАЯ НАГРУЗКА 
 

4.1. Краткие сведения по теории 
 
Нагрузка, приложенная к системе, называется динамической, если при 

расчете нельзя пренебречь силами инерции, возникающими в элементах 
системы. Силы инерции выступают как дополнительная внешняя нагрузка. Их 
взаимодействие с силами упругости часто порождает возникновение 
колебаний, которые могут привести к многократному росту внутренних усилий 
и напряжений. 

Известно, что элементарная сила инерции dF, действующая на 
бесконечно малый объем тела dV, определяется как произведение ускорения а 
этого объема на его массу dm:  

                                   dV
g

admadF ⋅⋅=⋅=
γ

,                            

где γ – удельный вес материала;   
g – ускорение силы тяжести.  

Сила инерции всегда направлена противоположно ускорению. 
Пусть однородный стержень АВ вращается вокруг оси с постоянной 

угловой скоростью ω, причем вектор угловой скорости параллелен оси стержня 
(рис. 15а). 

 

 
 

Рисунок 15 
 
 

Все точки на оси стержня имеют одинаковые ускорения а, равные 
центростремительному ускорению аn: 

                                            laa n ⋅== 2ω ,                                             

dx
 

l 
A q 

B 

ω 

B 

ω 

r dr 
A 

l I 

I 

q 

а б 
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где l – расстояние между осями. 
Элементарная сила инерции:  

                     dxAl
g

dVl
g

dF ⋅⋅⋅⋅=⋅⋅⋅= 22 ωγωγ
,                   

где A – площадь поперечного сечения стержня. Отсюда найдем интенсивность 
сил инерции, распределенных по длине стержня: 

                             lω
g
Aγ

dx
dF

q 2== .                                                 

Эпюра сил инерции изображена справа на рис. 15а. 
Пусть теперь ось стержня перпендикулярна оси вращения (рис. 15б), и 

торцевое сечение А касается оси. Выберем произвольное сечение I–I, 
удаленное от оси вращения на расстояние r. На элемент dr, расположенный 
правее этого сечения, действует элементарная сила инерции: 

                                         drAr
g

dF ⋅⋅⋅⋅= 2ωγ
.                                 

Тогда интенсивность сил инерции в сечении с координатой r будет: 
 

                                         rω
g
Aγ

dr
dF

q 2
r == .                                      

При r = 0,  qr = 0.  
При r = l , qr = γ·A·ω2 ·l/g. 
На рис. 15б внизу изображена эпюра сил инерции, где стрелками указаны 

их направления. 
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4.2. Задача № 5. Динамическая нагрузка 
 
 
Валик и жестко соединенный с ним ломаный стержень того же по-

перечного сечения вращаются с постоянной угловой скоростью ω вокруг оси 
АВ (рис. 16). Требуется: 1) построить эпюру изгибающих моментов от сил 
инерции, возникающих на вертикальном CD и горизонтальном DEF участках 
ломаного стержня; силы инерции самого валика можно не учитывать (при 
изображенном на рис. 16 положении ломаного стержня силы инерции 
складываются с силами собственного веса, но последними, ввиду их 
незначительности, при построении эпюры М можно пренебречь);  2) найти 
допускаемое число оборотов валика в минуту при допускаемом напряжении        
[σ] = 100 МПа и γ = 78 кН/м3. Данные взять из табл. 5. 

 
Таблица 5 – Исходные данные к задаче № 5 

 

№ строки Схема 
по рис. 16 l, см 

Диаметр валика d, 
мм 

1 I 15 21 
2 II 20 22 
3 III 25 23 
4 IV 30 24 
5 V 35 25 
6 VI 40 16 
7 VII 45 17 
8 VIII 50 18 
9 IX 55 19 
0 X 60 20 
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Рисунок 16 

A B C 

D E 

A B C 

E D F 

A B C 

D E 

A B C 

A B C A B 

C 

E D F E D 

C C A B 

C A B 

F E 

E 

E D 

A B 

C 

E 

D 

F 

I 

II 

III 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

X 

l 

l l 

l l 
l l 

l 2l 
l l 

l l 

l 

D E F 

l l 

l l/2 l/2 l/2 l 

l l 

2l l l 

l l 

A B C 

E D 

IX 
l l 

l/2 l l 

l/2 l/2 

l 2l 

l/2 

l 

l/2 

l l 

l 

l 



47 

Расчетные схемы нагружения II – X 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                        

Рисунок 17 
 
 
Указания. Для упрощения вычислений рекомендуется производить их 

сначала в общем виде, обозначив интенсивность сил инерции на 
горизонтальном участке через q. Равнодействующие сил инерции на 
горизонтальном и вертикальном участках, опорные реакции, ординаты эпюры 
М надо выразить через q и l. 
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4.3. Пример выполнения задачи № 5 
 

 
Исходные данные 

 
 
d = 25 мм = 25·10-3 м;   l = 40 см = 0,4 м;   [σ] = 100 МПа = 100·106 Па;                  

γ = 78 кН/·м3 = 78·103  Н/м3. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 18 
 
 

Построение эпюры изгибающих моментов 
 
 
Расчетная схема показана на рис. 19. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                          

Рисунок 19 
 
Определим величины действующих нагрузок. 
Участок DE: 

2
1 ωγ

⋅⋅
⋅

= l
g

Aq , 

где A – площадь поперечного сечения стержня: 
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Участок СD:              
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Построим эпюру изгибающего момента на участках DE и СD стержня. 
Границы первого участка: 0 ≤ х1 ≤ l. 
М1 = 0,5 · q1 · х1

2 = 0,78 · х1
2 · ω2 .  

При х1 = 0 м, М1 = 0.   
При х1 = l = 0,4 м, М1 = 0,125 · ω2.   
При х1 = 0,5 · l м = 0,2 м, М1 = 0,03 · ω2.  
Границы второго участка: 0 ≤ х2 ≤ l. 
М2 = 0,5 · q1 · х2

2 = 0,125 · ω2 .  
 Эпюра изгибающего момента на этих участках показана на рис. 20. 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 20 
 
 
Рассмотрим теперь участки АС и ВС валика (рис. 21). В точке С со 

стороны отброшенного ломаного стержня  CDE действуют следующие силовые 
факторы, вызывающие изгиб стержня АВ: изгибающий момент    М = 0,125 · ω2 
и поперечная сила: 

                                   DECD QNQ += , 
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Рисунок 21 
 

где NCD – продольная растягивающая сила от нагрузки q2 на участке CD: 
 

2

2
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2
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22

22 x
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xx
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В точке С, т. е. при х2 = l = 0,4 м, будет: 
 

   
222

33
22 312,0)4,0(

816,92
1049,01078

2
ωωωγ

=
⋅

⋅⋅⋅
=⋅⋅

⋅
⋅

=
−

l
g
ANCD . 

 
QDE – поперечная сила от нагрузки q1 на участке DE, она будет вызывать 

растяжение участка CD. 
 

                     
22

1 624,04,056,1 ωω ⋅=⋅⋅=⋅= lqQDE . 
 

Тогда           
222 936,0624,0312,0 ωωω ⋅=⋅+⋅=Q . 

 
Определим опорные реакции (рис. 21): 
ΣХ = 0;           ХА = 0;          ΣМА = 0;           – М – Q · l + YB · 2 · l = 0;  
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2
22

624,0
4,02

4,0936,0121,0
2

ωωω
⋅=

⋅
⋅⋅+⋅

=
⋅
⋅+

=
l

lQMYB . 

 
               ΣМB = 0;                 – М + Q · l – YA · 2 · l = 0;  
 
  

2
22

316,0
4,02

4,0936,0125,0
2

ωωω
⋅=

⋅
⋅⋅+⋅−

=
⋅

⋅+−
=

l
lQMYA . 

ΣY = 0;    0936,0624,0316,0 222 =⋅−⋅+⋅=−+ ωωωQYY BA . 
 
Построим эпюру изгибающего момента на участках AC и BС валика. 
Границы третьего участка: 0 ≤ х3 ≤ l. 
М3 = YA · х3 = 0,316 · х3 · ω2 .  
При х3 = 0 м, М3 = 0.  При х3 = l = 0,4 м, М3 = 0,126 · ω2.   
Границы четвертого участка: 0 ≤ х4 ≤ l. 
М4 = YВ · х4 = 0,624 · х4 · ω2 .  
При х4 = 0 м, М4 = 0.  При х4 = l = 0,4 м, М4 = 0,247 · ω2.   
В сечении С, где приложен изгибающий момент М = 0,121 · ω2, на 

полученной эпюре (рис. 22) видим скачок на такую же величину:  
 

                       
222 121,0126,0247,0 ωωω ⋅=⋅−⋅ . 

 
Окончательное распределение изгибающего момента по валику АСВ и 

стержню CDE показано на рис. 22. На эпюре видно, что максимальное значение 
изгибающего момента находится в сечении С справа и оно равно  
ММАХ = 0,247 · ω2. 

 
Определение допускаемого числа оборотов валика 

 
Условие прочности по нормальным напряжениям при изгибе: 
 

                                   [ ]σσ ≤=
Z

MAX
MAX W

M
, 

 
где WZ – осевой момент сопротивления поперечного сечения: 

 

               
36

333

 10533,1
32

)1025(142,3
32

мdWZ
−

−

⋅=
⋅⋅

=
⋅

=
π

.  
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Из условия прочности имеем: 
 

                     
2247,0][ ωσ ⋅=⋅= ZMAX WM , 

 

откуда             
1

66

 8,24
247,0

10533,110100
247,0
][ −

−

=
⋅⋅⋅

=
⋅

= cWZσω .  

 
Величина угловой скорости также определяется по формуле: 
 

                                      60
2 n⋅⋅

=
πω , 

 
откуда допускаемое число оборотов: 
 

                               минобn / 5,234
142,3

8,243030
=

⋅
=

⋅
=

π
ω

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 22 
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5. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 
 

 
1. Что называется продольной деформацией? 
2. Как построить эпюру продольной силы?  
3. Как построить эпюру нормальных напряжений?  
4. Как построить эпюру удлинений?  
5. Как находят опасные сечения стержня при продольной деформации? 
6. Что называется крутящим моментом? 
7. Как построить эпюру крутящего момента? 
8. Как построить эпюру углов закручивания вала?  
9. Как построить эпюру касательных напряжений?  

10. В каких точках круглого поперечного сечения возникают наибольшие 
напряжения при кручении? 

11. Какой изгиб называется поперечным? 
12. Какое напряжение называется допускаемым? 
13. Какие напряжения возникают в поперечном сечении стержня при изгибе? 
14. Как находят опасные сечения стержня при изгибе? 
15. В каких точках поперечного сечения возникают наибольшие напряжения 

при изгибе? 
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