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Аннотация. Рассматриваются вопросы ламинарного течения вязкой жидкости  

в плоском клиновидном слое. Решены обобщенные уравнения Рейнольдса для слоя 

по методу Слёзкина–Тарга. Предложен метод расчета гидродинамического давле-

ния, развиваемого в плоском клиновидном слое, с учетом сил инерции. Приведена 

зависимость результирующей силы гидродинамического давления от безразмерной 

величины начального зазора, угла наклона клина и числа Рейнольдса. 
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Abstract. The Reynolds equations are solved with account for inertial forces in a plane 

wedge-shaped layer using the Slezkin-Targ method. The analytical expressions determining 

the dimensionless longitudinal velocity, hydrodynamic pressure, and total pressure force 

as functions of the lubricating Reynolds number and dimensionless parameter of  

the problem are obtained. A new method for solving the Reynolds equations is proposed 

accounting for inertial forces and avoiding averaging the inertial terms with respect to the 

gap height. The numerical analysis of the proposed method shows that in the first and 

second approximations, the deviations for the total hydrodynamic pressure force in  

a plane wedge-shaped layer differ little from each other in the considered range of the  
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lubricating Reynolds number for varying dimensionless parameter of the problem, but 

exceed the deviation obtained using the Slezkin-Targ method. The coincidence of the 

first approximation with the second one gives ground to believe that the proposed method  

is more accurate for calculating the total hydrodynamic pressure force in the fluid flow 

occurring in a plane wedge-shaped layer. 

Keywords: viscous fluid, wedge-shaped layer, inertial forces, hydrodynamic pressure, 

thin gap 
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Введение 

 
Для математического описания ламинарного течения несжимаемой вязкой 

жидкости в тонком зазоре, как известно [1–3], применяются уравнения Рейнольд-

са, называемые теорией смазки.  

Библиографические обзоры публикаций, посвященных учету инерции при 

расчете параметров течения смазочного слоя, приведены в [4, 5], из них следует, 

что для решения уравнений Рейнольдса с учетом инерции преимущественно ис-

пользуется метод Слёзкина–Тарга. 

Вопросы учета сил инерции при решении уравнений Рейнольдса для расчета 

течения смазочной жидкости в подшипнике скольжения также освящены в пуб-

ликациях [6–9]. В работах [10–12] проводился гидродинамический расчет с уче-

том инерции по методу Слёзкина–Тарга. 

В публикациях [4–11] отмечается существенное влияние инерции на получае-

мые расчетом результаты, особенно на несущую способность тонкого слоя. 

В работах [13, 14] изучалась гидродинамическая модель клиновидной опоры 

скольжения, но без учета инерции смазочного слоя. 

Таким образом, уточнение широко используемого метода Слёзкина–Тарга – 

актуальная задача, и получение решения системы уравнений Рейнольдса с уче-

том инерции для плоского клиновидного слоя является целью данной работы.      

 
Постановка задачи: уравнения Рейнольдса 

 
Для жидкости в плоском клиновидном слое (рис. 1) система уравнений Рей-

нольдса с учетом сил инерции в прямоугольной системе координат в безразмер-

ной форме имеет вид [1–3]:  

Re Re
2

2

u dp u u
u v

dx x yy

   
   

   
, 

 

0
p

y





, (1) 

0
u v

x y

 
 

 
, 



Кауров П.В. Определение давления при течении жидкости в плоском клиновидном слое 

71 

где (штрихом обозначены размерные величины) uʹ и vʹ – проекции скорости жид-

кости на горизонтальную xʹ и вертикальную yʹ координатные оси соответственно; 

u = uʹ/Uʹ – безразмерная продольная скорость жидкости; Uʹ – скорость подвижной 

границы зазора; v = vʹ/Uʹ – безразмерная поперечная скорость жидкости; x = xʹ/Lʹ – 

относительная продольная координата; Lʹ – длина зазора; y = yʹ/Lʹ – относитель-

ная поперечная координата; Re = UʹLʹ/υʹ – число Рейнольдса; υʹ – кинематический 

коэффициент вязкости; pʹ – гидродинамическое давление; p = pʹ/(ρʹUʹ2) – безраз-

мерное гидродинамическое давление; ρʹ – плотность жидкости.  
 

 

Рис. 1. Схема плоского клиновидного слоя 

Fig. 1. Schematic representation of a wedge-shaped layer 

 

Безразмерная форма зазора для клиновидного слоя (см. рис. 1) имеет вид: 

 h(x) = hʹ/Lʹ = a(1 + Zx), (2) 

где a – безразмерная величина начального зазора, a = aʹ/Lʹ; Z – безразмерный па-

раметр задачи, Z = tg(θ)/a; θ – угол наклона клина.  

Граничные условия для безразмерных скоростей и давления имеют вид: 

 u(x, 0) = –1,   u(x, h(x)) = 0,   v(x, 0) = 0,   v(x, h(x)) = 0,   p(0) = 0, p(1) = 0. (3) 

Решение системы уравнений Рейнольдса (1) без учета сил инерции для плос-

кого клиновидного слоя, зазор в котором изменяется согласно формуле (2), полу-

ченное при использовании граничных условий (3), имеет вид: 

безразмерное гидродинамическое давление:
 
                      

 

0 2

6 (1 )
( )
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Z Zx


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, 

где Reа – смазочное число Рейнольдса, Reа = Re a2; 

безразмерная продольная скорость: 
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безразмерная результирующая сила гидродинамического давления: 

 1
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0

6 (2 ) ln(1 ) 2
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Решение уравнений Рейнольдса методом Слёзкина–Тарга 

 

По методу Слёзкина–Тарга [1] вместо проекции действительного ускорения на 

горизонтальную ось x вводится его осредненное по высоте слоя значение, равное 
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Решение уравнений (1) и (4) с использованием граничных условий (3) для 

плоского клиновидного слоя в данной работе получено в виде: 

безразмерная продольная скорость: 
2

0 2
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W

y y
u u W

h xh x
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f1 = 20 + 35Z + 17Z2,         f2 = 10 + 7Z + Z2,         f3 = 8 + 8Z + 2Z2;

 
безразмерное гидродинамическое давление: pW(x) = p0(x) + pW0(x), 
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безразмерная результирующая сила давления: PW = P0 + PW0, 
1 2
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Для оценки влияния инерционных членов, получаемого решением системы 

уравнений Рейнольдса с учетом сил инерции по методу Слёзкина–Тарга, пред-

ставим выражение для результирующей силы гидродинамического давления  

в виде: PW = P0[1 + (PW0/P0)] = P0(1 + ΔР,W), где величина относительного откло-

нения ΔР,W от линейного решения уравнений Рейнольдса без учета сил инерции 

для результирующей силы имеет вид: ΔР,W = kW(Z) Rea. 

Зависимость величины ΔР,W от смазочного числа Рейнольдса Rea при разных 

значениях параметра Z графически показана ниже.  

 
Решение уравнений Рейнольдса с учетом сил инерции 

по предлагаемому методу 

 
В предлагаемом методе в качестве нулевого приближения используются ре-

зультаты решения уравнений Рейнольдса без учета сил инерции, т.е. выражения 

для u0 и p0, полученные ранее.  

Для первого приближения с учетом сил инерции решается уравнение Рей-

нольдса, записанное в виде: 

 

1 1
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где выражение для А0, полученное с использованием уравнения неразрывности, 

имеет вид: 
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Решение уравнений (5) и (6) с использованием граничных условий (3), будет 

иметь вид: 
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безразмерная продольная скорость: 
2

1

1 0

( ( ) )
Re 1

2 ( )
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dp y h x y y
u u

dx h x
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безразмерное гидродинамическое давление: p1(x) = p0(x) + p01(x),  
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безразмерная результирующая сила:  

 P1 = P0 + P01,   

1

01 01

0

P p dx  . (9) 

Для оценки влияния инерционных членов в первом приближении запишем 

выражение для результирующей силы гидродинамического давления в виде:  

P1 = P0[1 + (P01/P0)] = P0(1 + ΔР,1), где величина относительного отклонения ΔР,1 

от линейного решения уравнений Рейнольдса без учета сил инерции для резуль-

тирующей силы гидродинамического давления, имеет вид: ΔР,1 = kP,1(Z) Rea.  

Зависимость величины ΔР,1 от смазочного числа Рейнольдса Rea при различ-

ных значениях безразмерного параметра задачи Z показана на рис. 2 линией 2  

с серыми кружками.  

После вычисления первого приближения аналогичным образом производится 

второе приближение, т.е. решаются уравнения 

2 2

1Re Re
2

2

u dp
A

dxy


 


,    

 1 1 1

1 1

0

y
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. (10) 

Решение во втором приближении будет иметь вид:  

безразмерная продольная скорость: 
2
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безразмерное гидродинамическое давление: p2(x) = p0(x) + p02(x),              
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безразмерная результирующая сила:  

 P2 = P0 + P02,   

1

02 02

0

P p dx  . (13) 

При вычислении интегралов в формулах (6)–(13) использовался метод трапе-

ций на равномерной сетке с шагом в 0.01. 

 

 

Рис. 2. Зависимость относительного отклонения ΔP от смазочного числа Рейнольдса Rea 

при значениях безразмерного параметра задачи: Z = 0.4 (a), Z = 0.8 (b), Z = 1.2 (c), Z = 1.6 (d); 

1 – ΔР,W, 2 – ΔP,1, 3 – ΔP,2 

Fig. 2. Relative deviation ΔP as a function of the lubricating Reynolds number Rea at dimensionless 

parameters of the problem: Z = (a) 0.4, (b) 0.8, (c) 1.2, and (d) 1.6; 1 – ΔР,W, 2 – ΔP,1, and 3 – ΔP,2 

 

Для оценки влияния инерционных членов во втором приближении запишем 

выражение для результирующей силы гидродинамического давления в виде:  

P2 = P0[1 + (P02/P0)] = P0(1 + ΔР,2), где величина относительного отклонения ΔР,2 

во втором приближении имеет вид: ΔР,2 = kP,1(Z) Rea + kP,2(Z) Rea
2 + kP,3(Z) Rea

3. 

Зависимость величины относительного отклонения ΔР,2 от смазочного числа 

Рейнольдса Rea при различных значениях безразмерного параметра задачи Z по-

казана на рис. 2 линией 3 с белыми кружками. 

 

Заключение 

 

Решены уравнения Рейнольдса с учетом сил инерции для плоского клиновид-

ного слоя по методу Слёзкина–Тарга относительно безразмерных величин: про-

дольной скорости, гидродинамического давления и результирующей силы давле-

ния, в результате чего получены аналитические выражения для их определения  

в зависимости от смазочного числа Рейнольдса Rea и безразмерного параметра 

задачи Z. 

Предложен новый способ решения уравнений Рейнольдса с учетом сил инер-

ции без осреднения инерционных членов по высоте зазора, результаты по кото-

рому достигаются расчетом путем простого численного интегрирования. 
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Проведенный численный анализ предлагаемого метода показал, что величины 

отклонений для результирующей силы гидродинамического давления в плоском 

клиновидном слое в первом и во втором приближениях, во-первых, мало отли-

чаются друг от друга на рассматриваемом интервале изменения смазочного числа 

Рейнольдса Rea при различных значениях безразмерного параметра задачи Z и, 

во-вторых, превышают величину отклонения, полученную по методу Слёзкина–

Тарга при Rea > 0.5. 

Таким образом, совпадение первого приближения со вторым дает основание 

считать, что предлагаемый метод является более точным для расчетного опреде-

ления результирующей силы гидродинамического давления при течении жидко-

сти в плоском клиновидном слое. 
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