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Часть 1

Дифференциальные уравнения

Выполнение заданий N!! 321-330 предполагаетзнание способов решения

однородныхдифференциальныхуравнений 1го порядка и линейных

дифференциальных уравнений 1го порядка.

. Однородные дuффереНЦUШlьныеуравнения 1М порядка

Дифференциальное уравнение

P(x,y)dx+Q(x,y)dy=O (1)

называется однородным, если Р(х,у) и Q(x,y) - однородные функции

одинакового измерения.

Функция Цх,у) называется однородной измерения ш, если выполняется

f(Ах, 2у) =2Мf(х,у) (2)

Однородное дифференциальное уравнение может быть приведено к виду

у' = f(I.) (3)
х

( в правой части - однородная функция нулевого измерения ).
С помощью подстановки У = Ux однородное уравнение приводится к .
уравнению с разделяющимноя переменными по отношению к новой

неизвестной функции u.

Пример 1.
Выяснить, является ли функция

Лх,у) = х
2 + у2 - 2.ху (4)

однородной, и если да, то какого порядка измерення .

Решение

Проверим выполнение формулы (2), для этого подставим соответственно Ах

и Ау :

ЛЬ,АУ) = (Ах) 2 + (Ау)2 - 2(Ь)(АУ) =

=А2х2 +А2у2 -2А2ху = А2(х2 +у2 -2ху) ·

Следовательно, функция (4) является однородной функцией нулевого

измерения .

Пример Т.

Проинтегрировать уравнение

, 1 х
у- ху =у n-

у

Решение

3

(5)
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(6)

Вначале преобразуем уравнение (5) к виду (3) - убедимся, что данное

уравнение однородное. для этого перенесем у слева направо и разделим обе

части (5) на (-х), получим

y' =~(l - ln ~)
х у ,

1
используя свойство логарифма (lnЬ = -ln Ь) , запишем

у' = у (l + 10 у) ,
х х

теперь правая часть представляет собой функцию от аргумента (~) . Итак,
х

.уравнение (5) приводнтся к виду (3) и является однородным.

Введем подстановку у = Пх, откуда у' =И'х +И . Сделаем замену переменной

(новая искомая функция - u) в уравнении (6), получим
Их +и =И(l + ln U) или

U'х =И lnИ т

Уравнение (7) - уравнение с разделяющимися переменными.

Чтобы проинтегрировать (7), запишем его в дифференциальной форме

dU
x- =ИlnИ (8)

d:x
и разделим переменные . для этого умножим обе части (8) на ш:

xdU = U 1nUdr и разделим на (х - И · ln И):

dU dx
U lnU =-; - переменные разделены .

Проинтегрируем левую часть по U, а правую по х:

f dU . -г +ln C .
U lnU х

Здесь для удобствав дальнейшихвыкладкахпостояннаяинтегрирования

записана в виде (lnC): Отметим, что при нахождении решений

дифференциальных уравнений произвольную постоянную интегрирования

принято записывать со стороны независимой переменной (обычно - х) .

Результатом интегрирования будет

lnlloИI = ln l~ + lnС .

Потенцируя и исключая вспомогательную переменную U, найдем искомый

общий интеграл

IlnUI =cjxl;u =е";

Окончательно общее решение уравнения (5) имеет вид

4
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у е х-е'",

Линейные дифференциальныеуравнения Т" порядка

Уравнение вида

(9)

Jdy == -J P(x)dx;
у

dy == -Р(х)ш ;
у

у' + Р(х)у == Q(x)
называетсялинейным.(Искомаяфункцияу и ее первая производная у'

входятв первых степенях, не перемножаясьмежду собой).

Если Q(x) * О , то уравнение (1.1) называется линейным неоднородным, а если

Q(x) '" о - линейным однородным.

Общее решение линейного однородного уравнения у' + Р(х)у == О получается

разделением переменных:

: =-Р(х)у; dy == -Р(х)уш;

J - f p(%)dr
ln y=- P(x)dx+ln C И,наконец, у ч Се ,

где С - произвольная постоянная.

Общее решение линейного неоднородного уравнения можно найти исходя из

общего решения соответствующего однородного уравнения методом .
Лагранжа, варьируя произвольную постоянную, т.е. полагая

у == С(х)е -JР(%}dr ,

где С(х) - некоторая, подлежащая определению, дифференцируемая функция

от х (этот способ рекомендуется проработать самостоятельно).

для решения линейного неоднородного уравнения (9) можно также

применить подстановку Бернулли

у =UV , . (10)
где U и V - две вспомогательные, подлежащие определению, функции. С

помощью подстановки (1О) линейное неоднородное уравнение 1го порядка
сводится к двум уравнениям с разделяющимвся переменными относительно

каждой из вспомогательных функций.

Если у == uv ,то у' == U'V +ИV' .
Подставим выражения для у и у' в уравнение (9)

U'V + UV' +Р(х)ИV == Q(X). (11)
Сгруппируем члены в (11)

U'V + U (V' + P(x)V) == Q(x) (12)
и, пользуясь тем, что одна из неизвестныx функций (например, У) может

быть выбрана произвольно (так как лишь произведение uv должно

5
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удовлетворять уравнениюбл), потребуем, чтобы выражение в скобках

V' + P(x)V =О . (13)

Последнее равенство - уравнеlШе с разделяющимися переменнымн

относительно У. За V принимают moбое частное решение (13) .
Из (12)найдем U (выражение в скобках равно О - получается уравнение с

разделяющимися переменвымя для U). Окончательно, из (10) можно найти у.

Пример.

Проинтегрировать уравнение

у' +2.ху = хе-Х' • (14)

Решение

Это линейное неоднородное дифференциальное уравнение 1го порядка.
.Сделаем подстановку Бернупли

У = uv,Тогда у' = U'V +ИV' .
Подставим У и у', выраженные через U, У, И'У' в уравнение (14)

ИУ +UV' + 2хUV =»е:: .

из подчеркнугых членов вынесем U:,
U'V +U(V' +2xV) = хе-

Х

Найдем У, потребовав, чтобы

V' +2xV = 0 .
Это уравнение с разделяющимвся переменными относительно неизвестной

функции У. Разделим в нем переменные:

dV =-2хV .
dx '

dV = -2хш.
V
ипгеГРИРУЯ,получим

ln lVI=_х
2

,

V = е-Х'

(константа интегрирования отсутствует - в данном случае С=О, так как нам

достаточно найти одно частное решение) . Подставляя У, получаем

И'е-z' =xe-z',

-х' (-х' О)
сократив на е , е "# ,

можно записать

И' =х - это уравнение с разделяющимися переменными для U.
Далее,

6
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dU
-=Х.

dx
dU =хш.

2

u = !..- +с.
2

Итак, искомое решение линейного неодпородпого дифференциального

уравнения 1го порядка (14)
х2 ,

у(х) = (-+ С) ·е-
Х

•

2
Выполиение заданий N!! 341-350 предполагает умение интегрировать

линейные неодпородные дпфференциальные уравнения 2
ГО

порядка с

постоянными коэффициентами .

Общие сведения

ГОднородные уравнения

Линейное дифференциальное уравнение 2
ГО

порядка с постоянными

коэффициентами р и q без правой части (или однородное) имеет вид

y W + ру' +qy = О.

для нахождения частных решений уравнения (10) составляется
характеристическое уравнение

e+pk+q=O,
которое получается из (15) зам~ной у' через k 2 ,у' - k, сама функция

заменяется единицей.

ЕСли k l и k2 - корни характеристического уравнения, то общее решение
уравнения (15) записывается в одном из следующих трех видов:

С k, x С k~
Уо = \е + 2 е ,

если kl и k2 вещественны и k. ~ k 2 ;

(15)

(16)

(17)

Уа = е" (С. cosflx+C2 sinflx),еслu (18)

k1 = a+ifJ,kz= a-ifJ; a,fJ-вещественные(fЗ~ О), i -мнимая единица (i == Д).

2.Неоднородные уравнения
Общее решение линейного неоднородного дифференциального уравнения

yW + ру' +qy = f(x) ,f(x) * О.

можно записать в виде

У =Уо +У.... (19)
где уо - общее решение соответствующего однородного уравнения,

определяемое по формулам (16-18) , y~ -частное решение данного уравнения

(19).
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Функция у.... может быть найдена методом неопределенны х коэффицвентов В

следующих простейших случаях :

а) ЛХ) = еЩ ·рn (х), (20)

где Pn(x) - многочлен степени х от п.

Если а не является корнем характеристического уравнения, то полагают

У,; = е" .Qn(x),
где Q.(X) - МНОfО'UIен степени n с неопределенныии коэффициентами .

Если а ~ корень характеристического уравнения, то

Yrн = х' · еЩ -Q.(x), (21 )

где r - кратность корня а (r=1 или r=2);
б)f(х) = е"" [Р. (x) cosbx +Q", sinbx].

Если (a±ib)He является корнем характеристического уравнения, то полагают

У". = е" [SH(x) cosbx + ТН sinbxl (22)

где Sщх) и ТN(X)- многочлены степени N =шах{т,n}

Если a ± ih- корень характеристического уравнения, то

У". = хе" [SH(x) cosbx + TN (x)sinbxl (23)

Пример.

Найти общее решение уравнения

2у· - У' - у = 4хеи " .

Решение

Составляем характеристическое уравнение

2е - k- 1=0.
1

его корни *, =1 и *2== ­
2

Общее решение соответствующего однородного уравнения (см.(11))

Х

Уо = C1ex
+ С2е 2.

Правая часть данногоуравнения

ЛХ) = 4хе
2Х = е"Р,..(х), Т.е .

а = 2; ( :;о!: k 1,:;o!: k 2 ),n = 1.

Следовательно,

У", = еи(Ах +В),

r == О, (Ах +В) - запись многочлена 1 степени в общем виде, А и В подлежат

определению .

Чтобы найти А и В, дифференцируем УП\ два раза:

y~ == 2е 2Х(Ах
+ В)+ е

2Х
·А = е

2Х(2Ах+А
+ 2В);

y~ =2е
2Х(2Ах

+А + 2В) +е
2Х
·2А = е

2Х(
4Ах + 4В + 4А).
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подставляя У:" . У;',У.. в данное уравнение, получим

2e2' (4Ax+4B+4A)- е 2'«2Ах+ А +2B)-е2,«Ах+В) = 4хе4
• •

Сократим обе части последнего равенства на е2х > О :

2(4Ах +4B+4A)- (2Ах+А +2В)- (Ах+В) = 4х.

Группируя слагаемые левой части по степеням Х, получим равенство 2
многочленов, из которого определим неизвестные А и В, сравнивая

коэффициенты при одинаковых степенях х в левой и правой частях (условие

равенства 2 многочленов):

x(8A-2А-А)+(8В+8А- А-2В- В) =4х

W/U

5Ax+(5B-7А)=4х

х1 I 5А=4
хО 5В-7А=О,

4 28 2.< 4 28
отсюда А = 5;В =- 25 ;У,." =е (5 Х - 25)

Тогда общее решениеданногоуравнениябудет

. --= 4 28
у =С1е'< + С2е 2 + еа(-х--).

5 25

Часть 2

Применеиве рядов к вычислению определенных ннтегралов

Для решения задач Х!! 441-450 необходимо разложить подинтегралъную

функцию в ряд, затем проинтегрировать почяенно.

Пример 1.
Вычислить

°J"ln(1+х)
----''--~cbc с точностью до 0,001.

О х

Заменив в подинтегралъном выражении ln(1 +х) его разложением в степенной

ряд, получим :
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1 2 1 3 1 4
o,lln(l) О,I Х - -Х + -х - - х +.., 0,1 1 1 1
f + х ш = J 2 3 4 Ш= J(l- - x+ -X2

- - X
3+ ...)dx=

о х о х 0 2 3 4

[ 1 2 1 з 1 4 1'1 1 1= Х-"4 Х +9' Х -16 Х + ... о =0,1-"4.0,OI+9'.O,OOI- ... ~O,098 .

Прuмер 2.

Вычислить

1

fe-x\ix с точностьюдо 0,001 .
о

1 _ж' 1 ~ х· х6 [хЗ:J! ' г х' ; 1 1Je dx= f(I--+- --+...)П= х--+---+---- ::::1-03333+01000-
о о l! 2! 3! 3 2·5 6·7 24·9 120·11 ' ,

- 0,0238+0,0046-0,0008+...~ 0,747.
Здесь использовали разложение в степенной ряд функции

е', где t =_х2
•

Интегрирование дифференциальных уравнений с помощью рядов

(К!451-460)

В некоторых случаях, когда интегрирование дифференциального уравнения в

элементарных функциях невозможно, решение такого уравнения ищyr в виде

степенного ряда

<х>

У =:LCn(x-хо)n .
n=О

Неопределенные коэффициенты Сп (п=О;1;2, ... ) находят подстановкой в

уравнение и приравниванием коэффициентов при одинаковых степенях

разности х-хо в обеих частях полученного равенства.В тех случаях, когда

для уравнения у' = j(x,y) требуетсярешить задачуКоши при начальном

условии У(Хо ) = уо, решения можно искать с помощью ряда Тейлора:

., ( n) (х )

у = L/ 10 (х-хо)" ,
....о n.
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г

У(Хо) = уо

где у'(Хо) = ЛХо ,Уо)'

а дальнейшие производвые у(n)(хо) находят последовательным

дифференцированием исходного уравнения и подстановкой в результат

дифференцирования вместо х, у,у'... значеНИЙХо, уо, У~·· ·
Пример.

найти четыре первых, отличных от нуля, члена разложения в степенной ряд

решения у=у(х) дифференциального уравнения у' =f(х,у),

удовлетворяющего начальному условию у(0) = уо:

у ' = х2 +у2 ;

у(О) = 1.

Из уравнения и начальных условий : у'(0) = 02+12 = 1.
Дифференцируем данное уравнение:

у" = 2х+2»" ,

у" =2+ 2(у') 2 + 2'у'у".

Полагаем х=О и используем у(О)=1; у'(О) = 1, последовательно находим

у"(О) = 2;

у·(О) = 8.

Искомое решение имеет вид

х 2х 2 8х3

у.= I +- +--+-+ ....
1! 2! 3! .

При решении задач рекомендуется пользоваться следующим разложением

элементарных функций.

2 n со,.

. ] Z Z " Z
е" = +Z+- + ...+-+ ...= L...- '

2! n! n=o n!

- oo<z <+oo.
Z2 2. '" Z2n

COS Z=] --+ ...+(- ])" _Z_ + ...= L (-I)" --,
2! (2n)!.=о (2n)!

-00 < Z<+OO.

Z3 . 1 n+l QO .,.:br'tI

sin z= z--+ ...+(-1)" -~--+ ...= L (-I) " ~ ,
3! (2n + 1)! ....-<> (211 + 1)!

-00< z <-КО.
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(1 )а ее ] a (a - I) . 2 а(а-l)....(а - п + l). .,
+z - +ш + N +...+ z + ... -

2! п!

1
~ a(a-I)...(a - n + l) •

= +..::... I z,
19=1 n.

при

a~O;

- I ~ Z~ I;

ПР"

- !<m< О

- 1<z ~!;

при

а<,...!

- 1< z < l .

1
- = l -z +z2 _ zЭ +...+ (-1)" г" + ...
I+z

Izl<1 .
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