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Рассмотрим решение типового варианта контрольной работы для студентов­

заочников 1курса (l семестр) неэкономическихспециальностей:

, Контрольная работа N!! 1
Задача.Ni! 1

Дано: Координаты вершин пирамиды АIА2Аз~;

А, О; 2; -3); А2 (2; -1; 3); Аз (I ; 4; О); А, (-1; 5; 8).

Найти: 1, Длину ребра А,А2 •

2. Угол между ребрами А1А2 и AJ~.

3. Угол между ребром AJ~ и гранью А1А2Аз.
4. Площадь грани А1А2Аз .

5. Объем пирамилы.

6. Уравнение прямой АIА2•

7. Уравнение плоскости А!А2Аз .

Решение:

/ ,длина ребра А /А ,с

Длина находится по формуле

IА I А , 1= J(х 2 - Х 1 ) + ( у , - у I ) + (z , - z , ) ,

где А , (х .; у,; ZI); А2 (Х2; )/2; Z2) как расстояние между двумя точками.

Так как А, (1 ; 2; -3) и А2 (2; -1; 3), то

IА I А ,1= J( 2 - \ ) 2 + ( - \ - 2 ) 2 + ( 3 _ ( _ 3 ) 2

= J( - \) 2 + ( - 3 ) 2 + 6 2 = .J\ + 9 + 36 = J46 (ед ),

2, Угол ме,жд1' ребрами А /А , 11 А /А 4.

Для того, чтобы найти угол между ребрами, найдем длины ребер A
1A2

и А,А4 , а

затем вычислим скалярное произведение векторов .4,.42 ' .4 , А,

Зная, что скалярное произведение двух векторов вычисляется по формуле

~ ,; = I~I ,1;1 cosrp,
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гдс 'р - угол между векторами а 11в , можно написать:

. А 4 · 4 4
Отсюда cosrp= ," , .. , . , .

1.1,.1,/-1.1,.4,1

где А 1 (XI : YI:ZI) : А;! (X: :Y2:Z2J: A ~ (x~;y~:z~) .

Таким образом, . скалярное произведение .1,.4, . .4,.4,

.1,.1, ' .1,.1, =1 ·(-2) + (- 3)- 3 + 6 ·11=-2- 9+66= 55 .

Длина ребра А,А2 вычислена в П . I 1.1,.1,1=..д6 '" 6,8 (ед).

Вычислим Д..1ИНУ ребра 1.4,.4.1 ,аналогично вычислению IA,.4J

Так как А,(I : 2; -3) и А.; (-1; 5;8),

1.4,.1.1=A..' I - I) ' + (5 - 2) ' + (8+3)' =~(-2) ' +3' + 11' = .,14 +9 + 121 =.Jl34 '" 11,6 (ед).

Длина ребра 1.4,A,1 совпадает с длиной вектора А,А,. а длина ребра 1.1,.1,1 совпа-

дает с длиной вектора .1, А, .
Подставим полученные данные в формулу

55 =~=~",o,7 .
..д6.Jl34 .,16164 78,5

Окончательно получаем , что

q> = arccos (0,7) -::::0, 795399.

3_Угол ме.жд\' ребром A1Ai u гранью А 1Щ4J..

Запишем уравнение прямой А,А.;. Общий вид уравнения

х - х, = У - У, = ~ - k l

т n

где (XI; YI: ZI) - координаты точки A 1;

(/: т: п) - координаты направляющего вектора.
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Таким вектором может быть вектор, соединяющий две точки на прямой. на-

пример. AJ A" .Из П.:: : AIA ~ =(- 2; 3; i i).

Таким образом, 1= Х4·- Х ' = -1-1 = -2;

т = }'4 - У} = 5 - 2 = 3;

п =ZГ г, = (8 - (-3)) = ll.

Уравнениепрямой А }А4

УравнениеплоскостиА/А2Аз -

Уравнениеплоскости,проходящейчерез 3 заданные точки , имеет вид

Х -ХI У - У, :: -=1

х: . -х, У2 - \ ' - , - :: 1 =0,. ,
Х3 -х, \ ' -У, - 3 - -1• 3

где (х / : У/ ; Z/) - координатыточки А I ;

(Х2: Y~; z:) - координаты точки А2 ;

(хз: Уз: zз) - координаты точки Аз-

8 случае плоскости А1А2Аз это уравнение будет выглядеть так :

I
X- 1 у-2 ::+3 х-1 у-2 z+3

2 - 1 -1-2 3+3 =0", 1 -3 6 =

11- ] 4 - 2 0+ 3 О 2 3

=(г - 1)1-23 ~I- (У - 2)1~ ~I + (::+з)l~ -J =

= (л -1){-9 -8)-{у - 2)(+3) + (;; +3)· 2 =
=- 1 7х(х - 1) - 3(у - 2) + 2(;; +3)

= - 17х + 17 - 3у + 6 + 2:: + 6 =

= - 1 7х-3у + 2:: + 29 = О.

-17x - Зу + 2z + 29= О.

Угол между прямой х - х , = у - УI = Z - ::] И плоскостьюАх + Ву + Cz + D = О
1 т п

определяется по формуле
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. ..1Z+Bm+Cn
Sln <р = ... .. ... ... '1 '

.) А ' + В' +с 2 .)Z' -ч т : +n '

Подставляя наши данные, получаем

. (-17)(-2) +(-3)(3)+2 ·11
S1l1 qJ = .

~( _ 1 7) 2 +(_з) 2 + 22 ~(_2)2 +з 2 +11 2

= 47 '" 47 '" 0.23.
..JNiJI34 17.38·11.58

Таким образом ,

34 -9+ 22

.)289+ 9+ 4.)4+ 9+ 121

qJ = arcsin(O,23)::::: о.t2з~.

-1.Площадь грани А {А-,Щ.

S".<,<,- это площадь треугольника, построенного на векторах ..1, ..12: ..1 ,..1, .

Для вычисления площади найдем

1) вектора А, ..12 11 А, А, ;

2) векторное произведение А, А2 х А,Аз ;

3) длину 1.4, .42 Х A,A,I·

1) .4,..12 =( Х 2 - х , ; У2 - У' : = 2 - =,)= 0 ;-3 ;6);

.4, А, =(х, - Х , : у, - у, ;=, - =,)=(0:2;3).

2) Найдем

А, А2 Х ..1 ,..1 з = 1

О

- - - - - -
= i(-9-8) - j · 3 + 2k = -17i -3j +2k.

3) 1~ , ~ 2 2 I .J 1 ~ 17,4S ,." < =-(-17) ' + ( -.» + 2 = -289+9+4 =-,,302 "'- '" 8.7 (кв.ед) .,. . , 2 . . 2 2 2

5. Объем 1/ира.нидЬ/ AlA -,Ы1.

Объем пирамиды равен 1/6 объема параллелепипеда, построенного на

векторах A" ,1 2 :A,A, ;..1 ,A, :

6
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..1,.42 =(Х2 - Х': У2 - У ' ; = 2 -=, )= (1;- 3;6)

.1 : .I~ = (х, -Х; ;У; - Yi;Zj -=, )= (0;2;3)

.1,.1. =(х, - х, ;У. - У, ;=, - =,) =(-2;3;11),

Объем параллелепипеда, построенного на векторах, равен смешанному

произведению этих векторов:

I -3 6 1 - 3 6- - - - - -
3 = 12 3 1= 2 ·23+9 = 46+9 = 55(I.:уб.еО) ,"n," = .1,..12A,.'I, .1,..1, = О 2 3 =0 2

-3 23..,
3 11 111+21 О - 3 23-

Объем пирамиды:

l' =.!. ,- =55 '" 9 17 (I.:}'б.ед) .
n,,"р 6 nIJfI 6 '

6. Уравнение прямоЙ А ,А э,

Уравнение прямой в пространстве :

х -х, = у - У, ==-z,
т n

где (х , ; У,; 2,) - координаты точки через которую проходит прямая;

в нашем примере А; О; 2; -3);

(1; т; n) = S - координаты направляющего вектора прямой.

Если прямая проходит через 2 точки, то

/ =Х2 - Х';

т = У2- У,;

для данной прямой

/ = 2 -/ = 1;

т = -1 -2 = -3;

п = 3 - (-3) = 6.

Уравнение прямой A1A~:

7. Уравнение плоскости АIА~Аз было найдено в п.З:
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17x - Зу +2z +29 = О.

Задача .~ 2

Дано: Уравнение одной стороны квадрата

х + 2у- 7 = О. (1)

Задание: Составить уравнение остальных сторон, если М (-1; 2) - точка пересе­

чения диагоналей .

Решение:

Запишем уравнение (1) в виде уравнения с угловым коэффициентом:

(1) т =_-.!.-х+ 2 . k =_-.!.­
. 2 2 ' 2

(2)

У квадрата две стороны перпеидикулярны, а: одна - параллельна стороне, выра­

жаемой уравнением (2).

Условие перпендикупярностиk: k} = -1, значит, k, = 2, и прямые (П) и (IV), пер­

пендикулярные (1), будут иметь вид

(II)y = 2х + ьс:

(IV)y = 2х + Ь4.

Условие параллельности двух прямых k2 = k, значит, уравнение прямой (Ш),

которая параллельна прямой (1),будет иметь вид:

I
(Ш) 1' =--Х+Ь).. 2

Найдем теперь bj , Ь3• b~.

Для этого найдем уравнения диагоналей квадрата.

Диагональ квадрата составляет со стороной квадрата угол 450,следовательно,

k -kt In э
g", = 1+ k)k '

где kз - угловой коэффициент диагонали квадрата.

Найдем kз.

tg45° = 1.

8
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2kз + 1 = 2 - kз;

3kз = 1;

kз = 1/3.

Уравнение одной диагонали :

Так как диагональ проходит через точку М (-1; 2), то найдем Ь5 , подставив ко­

ординаты М в уравнение диагонали

1
2 = - ·(-1 )+hs;

3
1

2 = -з+hs:

Ь, =2 +~=2~=2 .
. 3 3 3

Итак; уравнение одной из диагоналей

1 7
\' = -х + - или 3)'= х+7, х-3)'+7=0.
" 3 3

(ДI)

Уравнение второй диагонали найдем из условия перпендикулярности диагона­

лей

у = -3х + Ь6.

Найдем Ь6 . Подставим координаты точки М в это уравнение:

2 = -3 . (-1) + Ь6;

2 = 3 + Ь6;

Ь6 = -1.

Уравнение диагонали примет вид

)' = -3х -1.

Найдем точку пересечения прямой (1) и диагонали (ДI):

Q

(Дl1)
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{
Х + 2у = 72

3." -.'(= 7

))' = ] 4

\' = 14 = 2 8
. 5 '

г =2·2 .8 =7

х +5.6 =7

Х = 1,4.

Итак , А( 1,4; 2,8) - вершина квадрата.

Найдем уравнение стороны (11), проходящей через точку А. Подставим коорди­

наты А в уравнение (Щ:

у =. 2х + Ь2

2,8 = 2 . 1,4 + Ь2

2,8 = 2.8 + Ь2

Ь2 = О.

Уравнение (lI) y = 2х.

Найдем вторую вершину квадрата В, которая получается при пересечении сто-

роны (П) И диагонали (ДЩ:

{
~ ' = 2.'(

у= -3х - l

2х = -3х- I

5х = -I

I
Х = -- = - 0.2

5
)' = - 0,4

в (-0,2; -0,4 ).

Найдем уравнение стороны (Ш), проходящей через точку В.

1
Подставим координаты точки В в уравнение у = - "2 Х + Ь,

I
- 0.4 = -- . ~-0. 2) + Ь,2 . .

- 0,4 = 0.1 + Ь,

Ь, = - 0,5 = -~.
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Уравнение (lII) :

1 1
\'=--х - -. ... :z
2у+х+ ] =0

х+ 2у + 1= 0 ( Ш).

Найдем вершину С.

е - точка пересечения стороны (Ш) и диагонали (ДI):

{
X+ 2Y + I = 0

х -3у+7=0

5.1'-6=0

5.1' =6

\' = ~ = 1.2. 5

Х + 2 ·1,2 + 1= О

Х+ 2.4+ 1= О

х = -3 ,4

с (-3,4; 1,2).

Найдем уравнение стороны (lУ), проходящей через точку С. Подставим коор­

динаты точки е в уравнение (lУ):

1,2 = 2 (-3,4) + Ь-l

1,2 = -6,8 + Ь-l

Ь, = 1,2 + 6,8 =8.

Итак, уравнение (IV ):

у = 2:>: +8.

Ответ: уравнения сторон квадрата

х+ 2у-7=О (1 );

2х - у = о ( П );

х + 2у + 1 = О (Ш);

2х - у - 8 = О (IV).
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Задача Хи 3

Задание : Составить уравнение линии, расстояние каждой точки которой до на­

чала координат 11 от точки А (5; О) относится, как 2: 1.

Решение : Возьмем произвольную точку на линии М (х; у) .

Найдем расстояни е ОМ и АМ:

!ОЛ f l = ~x 2 + 7
!омl 2
! А М! = 1
IOMI =2iAAfl
г"2----т ,r--....,-,----=-,

V.C = у . = 2,,(х-5)' +(у)'.

Возведем в квадрат левую и правую части уравнения :

г 2 + у ' = 4 ( х- 5 ) ' + (.1'/

х ' =у ' - 4(х - 5)' - 4./ =о

..' - 4.г ' +40x-100 -3y 2 = 0

_3х 2 + 40х-3у ' - 100 = 0

Зх' - 40х + 3у 2 + 100 =О

40 400 400 ~ 2
3(Х--Х+ -}-- +.Н + 100=0

З 9 3'

3(х - 20) , + 3 \" = 400 _ 300 = 100
3 . 3 :; 3

(х- 20) 2+ 1,2 =~ .
:; . 9

Ответ: Это уравнение окружности с центром в точке N (20/3; О) и радиусом

10/3.

Задача j(i 4 (а, б, в)

1- "х
а) Вычислить lim----.

'_.. 3х - 2
Делим числитель и знаменатель на х :
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,
1;111 - - '-( =--=
.-.~ з_ 2 3 .

х

. .J I+х - ·.Ji~5) Вычислить 1 1Пl •
{-.{) 3х

Умножаем числитель 11 з наменатель на JI+~+~ :

\
. l~-~)(~+Jl~)
1т

X~O 3x(.Jl+x+~)

2sin 2 х

1. I - cos Х 1" ? . , Х • Х Х ,
Im - - , - = 1т--, -- = (l - cos x =_sln · -) = (SJП - '" - Х --+ () )

\ ,.0 5x ·-· ~·O 5х " 2 2:2
В) Вычислить

" . г ( 2

2. .( )2 2 . '
lim 1- cosx =lim-L = lim--4- =~
,~O 5х 2 но 5х 2 X~O 5х 2 1О

)В . х+3 ,
r ычислить Ilm(--)

f-Hr. Х - :2

1
· 1 ,
Im (l + -)

,' -+7, Х

,
--- -

, ,
1+ -' lim (I + -' ) '

lim(--xJ' = ,~~ Х
,-.;~., ')

" 1- - lim(1 - - ) '
х Х

Делим В скобке числитель и знаменател ь на х:

\
. 1 . ,
1m(! + - )

l ..... х Х

[
У = ~~Х = ЗУ У --+ ОО I
::: =-:;-:х =-2 ::: ::: --+ 00 J

- .

lim(l + 1)"
)'

" 1 ,.
1 1 Пl(1+ )- _о

( Iim(l+ 1) , ) ,
;- _т. )'

- д 1" (1 1. "Используем второй замечательныи пре ел : 1П) + - ) = е .
.r--t~ n

13
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Задача /fr.! 5

Задана функция у = f (х).

Найти точки разрыва функции, если они существуют. Сделать чертеж.

I
Х + 5, если х < -2 )

/(х) = х2 -1, если- 2 5 х < 2 j
х, если х ~ 2.

х = -2;

Л-2) =3.

Найдем пределы справа и слева :

lim (х -5) =3;
z-+-2-o

lim (х2
- 1) = 3;

..1'-+ - 2 +-0

lim /(х) = lim /(х) = /(-2).
.1'.... - 2-0 %-'Jo-1+o

в точке г = -2 нет разрыва,

х = 2;

Л2) = 2.

Найдем пределы справа и слева:

lim х =2 •
.:ж-+2~ )

lim (х2 - 1) = 3 '
х->2-О /

lim /(А) * lim /(х) •
х....2+О x....2 ~O

Таким образом х = 2 - точка скачка. Разрыв 1рода.
)
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