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Введение

Настоящие указания предназначены для студентов - заочников

инженерно-технических специальностей, обучающихся , по ускоренной

программе. Материал, содержащийся в них, может быть использован

студентами всех форм обучения как дополнительный по практическим

занятиям в разделе «Интегрирование функций».

Особое внимание уделяется разбору примеров; теоретический

материал имеет преимущественно справочный характер. для успешного

решения задач контрольной работы N!!3 следует основательно изучить все

методы интегрирования.эа также возможности применения определенных

интегралов к решению геометрических задач, которые приведены ниже.

Перед выполнением каждого пункта рекомендуем изучить теорию по

данному разделу в учебниках [1], [2]. К выполнению контрольного задания

следует приступать, решив достаточное количество задач,

соответствующих этому заданию, которые можно найти в задачниках [3],
[4].

I.НеопределенныЙ интеграл

(задачи 281-290)

1. Основной задачей дифференциального исчисления является

задача дифференцирования функций. Поставим теперь обратную задачу:

найти функцию, зная ее производную. Эта операция называется

интегрированием.

Функция F(x) называется первообразной для функции ЛХ), если эта

последняя является производной от F(x) , Т.е.

f(x) = F/ (х) .

Если F(x) - какая-то первообразная для Лх), то выражение F(x) +С ,

где С может принимать любое постоянное значение, называется

неопределенным интегралом функции ЛХ) И обозначается через ff(X)dx,

таким образом,

fлх)dx = F(x) + С .

3
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Отметим, что проверка каждой формулы может быть произведена по

вышесформулированному правилу.

Все формулы в таблице написаны для независимой переменной х.

Очевидно, что те же равенства можно записать, используя любое

буквенное обозначение:

d - .'
[~ ~ Inlul+С,
и

feZdz=ez+C,

'..

t
1
1

способ

Всякое

один широко применяемый

«интегрированием по частям».

Выделим важный частный случай замены переменной.

Пусть fлх)dx =F(x) + С, тогда fлах + b)dx =~F(ax + Ь) + С.
а

4. Существует еще

интегрирования, называемый

Сформулируем правило подстановки: чтобы вычислить интеграл, в

котором независимой переменной служит Х, можно перейти к другой

переменной (, связанной каким-нибудьобразом с х, выразив через t все

подынтегральное выражение (включая dx !). После нахождения вновь

полученного интеграла надо возвратиться к старой переменной х .

Используя свойства, можно в ряде случаев свести интегрирование к

табличным формулам.

ДЛХ) + g(x)]dx = ff(X)dx+ fg(x)dx .

Свойство 1. Неопределенный интеграл от алгебраической суммы двух или

нескольких функций равен алгебраической сумме интегралов от этих

функций.

fdt = t +С и т.п.

2. При интегрировании часто приходится пользоваться

свойствами неопределенного интеграла. Сформулируем наиболее важные

из них.

Свойство 2: Постоянный множитель можно выносить за знак интеграла,

Т.е.

fa. f(x)dx = а' Jf(x)dx, где а = const

3. Замена переменной в неопределенном интеграле (способ

подстановки).

Пусть требуется найти интеграл ff(x)dx, причем преобразоватьего

.с помощью свойств к табличныминтеграламневозможно.Сделаем замену

переменной в подынтегральном выражении, введя вспомогательную

переменную е :

х=tp(t),тогда dx=(/(t)dt и ff(x)dx= ff(ф(t».qJ'(t)dt.

Если интеграл Jf(QJ(t». QJ' (t)dt принадлежит к табличным, или

сводится к ним легче, чем исходный, то преобразование достигает цели.

I,
j

I

равенство

часть. Если

.', .

ПравwlO. Чтобы убедиться, справедливо ли

JJ(x)dx = F(x) + С, надо продифференцировать его правую

получится функция Лх), то равенство верно.

Для выработки умения интегрировать, необходимо знать таблицу

интегралов:

I.Jdx=x+C
х,,+1

2. Jxndx=--+C,(n;tl)
n+1

dx '
3. ,J- = In[xl+ С

х

4. Jexdx=ex+C

J
аХ

'5. aXdx=-+С
Ina

6. fcos xdx = sin х + С

7. Jsin xdx =-cosx + С

8. J~=tgx+c
сов? Х

.' 9.' J--!f!- = -ctgx ~ С
sш

2
Х

J dx . х С
10. ~ = arсsш-+

"а2 _х 2 а

f
dx 1 х

11. = - arctg - +с
х

2 + а 2 а а

12 J~=~lnl x - a l + c
. х 2 _а2 2а х+а

. dx I г;-:-I
'13~ J~=lnlx+"x2±тl+C'
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б) Рассмотрим интегрирование простейших дробей, которые нам

встретятся.

соображений. Написанное равенство есть тождество, поэтому, приведя

дроби к общему знаменателю, получим тождественные многочлены в

числителях справа и слева. Приравнивая коэффициенты при одинаковых

степенях х, получим систему уравнений для определения неизвестных

коэффициентов Ао , А" : .. , Вр_" Р, Q, ...

подынтегральноевыражениеможно некоторЫМИспособами представить в
виде произведения U и dV. Интегрированием по частям называется

сведениеданного интеграла JUdV к интегралу JVdU с помощью формулы

JUdV=U.V- JvdU.

Этот приемведет к цели, если JVdU находится легче, чем JUdV.

Отметим шесть типов интегралов, вычислять которые удобно

интегрированиемпо частям:

1. Jxnexdx

2. fx nsin xdx

З. fx ncosxdx

4. fx n ln xdx

5. fxnarctgxdx

6. fxnarcsinxdx.
. n

Для интегралов 1, 2, 3 за U следует принимать множитель х .

В интегралах 4, 5, 6 за dV следует принять х"dx .

t

I.

П.

ПI.

f~dx= A.lnlx-al+c
х-а

А . -k . (х - а)-k+' А
[-()k ах = А· [(х - а) dx = А + С = k , + С.
х-а -k+l . (1-k)·(x-a)-

А . ( АР)-.(2х+ р)+ В--

[ АХ + В dx= [2 2 щ=
2 . 2. Х + рх + q х + рх + q

=~ f 2х+р dx+(B- АР)} dx =
2 x2+px+q 2 x2+px+q

5. Важнейшим из классов интегрируемых функций являются

рациональные функции, т. е. дроби вида
n n-1

ао'Х +aJ·x +... +аn

Ь m Ь т-\' Ь
о'Х + \'Х +... + m

Для интегрирования дроби стараются представить ее в форме суммы

пr:остых дробей.

а) Разложение рациональных дробей на простые.

Дробь называется правильной. если степень ее числителя ниже

степени знаменателя. Если числитель неправильной дроби разделить (с

остатком, ибо мы предполагаем, что рассматриваемые дроби несократимы)
на ее знаменатель, то дробь представится в форме суммы целого

многочлена и правильной дроби. Итак, мы будем раскладывать правильные

вещественные дроби, знаменатель которых представлен в виде

произведения простых множителей. Для таких дробей имеет место

следующий тип разложения на более простые дроби:

лх) Ао А, Аа_ , Во
=---+ + +--+---+

(x-a);a.·(x-b)p... (x 2+px+q).... (х-а)а (х-а)а.' .-. х-а (х-Ь)Р'

В,' B~_, Px+Q
+ Р 1 +...+--+ ... + 2 +
(х-Ь) - х ч Ь х + px+q '"

Здесь числа Ао , А" ... , Во, ... , ВP_I' Р, Q, ... будут какими-то (сразу

неизвестными)постоянными. Эти числа можно определить из следующих

6

А I 2 I 2В-Ар 2х+р=-1nx +px+q+ ~arctg ~+C.
2 -y4q- р -y4q- р

Итак, чтобы проинтегрировать правильную рациональную дробь

необходиморазложитьее на сумму простейшихдробей и затем выполнить

интегрированиеэтих простыхдробей.

6. Теперь рассмотрим иррациональные функции, интегралы от

которых с помощьюподстановок приводятся . к интегралам от

рациональных функций, и, следовательно, интегрируются.

ПравwlOо Если /(U,V,W, ...) - рациональная функция своих аргументов

(То е. для нахождения /(u,v,w, ...), над аргументами не надо производить

никаких действий, кроме арифметических), а а, Ь, ..., а, Р, о., - целые

положительные числа, то интеграл

Jf(X,~,~,... }tx
приводится К интегралу от рациональной функции при помощи

подстановки х = t k
, где k - наименьшее общее кратное а, Ь . о,

Похожая подстановка рационализирует подынтегральную функцию и

в интеграле

7
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ff( x,V(Ax + в)а ,V(Ax +вУ ,...}tx.
Именно здесь надо положить Ах + В =t k

, где k - наименьшее общее

кратное а, Ь ...

7. Интегрирование функций, рациональных относительно sinx,
cosx, tgx.

для интегралов вида ff(sin х, cos x)ix , где f(И,V) - рациональная

функция своих аргументов существует универсальная тригонометрическая

подстановка, , позволяющая такой интеграл привести к интегралу от

рациональной функции. Это подстановка

х

tg- == z2 .

2щ

Тогда x=2·arctg(z) и dx=--2
l+z

1- z2. 2z 2z
COSX=--2' SШХ=--2' tgx=--,

1+ z 1+ z 1- Z2

И В результате этой подстановки интеграл преобразуется к виду

Jf( 1 2z 2 ' 11- z: J12Щ2 , который есть интеграл от рациональной функции.
," +z + z .+z '

8. Примеры решения задач.

H~йmи неопредепенные интегралы.

а) Пример Х!! 1.

f~ :~6iix
Данный интеграл не преобразуется к табличным с помощью

алгебраических преобразованиЙ. Введем новую переменную t = х
З

, тогда

2 2d' dt
dt =Зх dx ; х х =3 .

f х2 f dt 1 f dt 1 1 t 1 х
3

--б'dx= (4 2}=-З -42=-·-аrсtg-+С=-аrсtg~+С.
4+х- ,3· +t +t 3 2 2 6 2

8

Пример Х2 2.

. l+cos 2x=t,

f
sш 2х dx 2 . dx d Jdt г.....; ..

.J
2 =- сов хвш х = (,=- г.=-2vt+С=-21+соs.lх+С

l+cosx dt '2dx vt- =sш х

Заметим, что в подобного рода интегралах нет необходимости

вводить новую переменную. Так, в последнем примере, где 1+ cos 2 Х 

вспомогательная функция; d(1+ сов ' ()= -sin 2xdx поэтому

f 'sin2x dx = - fd(I+COS
2

x)==-2.Jl+cos 2Х +С.
.Jl + cos2 Х . .Jl + cos2 Х '

б) Пример Х!! 1.

х
2

f~dx.
е

В пункте 4 настоящих указаний было определено, что

интегрирование такого типа интегралов производится интегрированием по

частям, причем И =х 2
• .

U=x 2,dU=2xdx

'f 2 - 2xdx .. 1 2 -2х f -2xdx "
х·е = 1 =--Х'е - -х·е =

dV =e-2xdx V =__ е-2 х 2
, 2 I

(последний интеграл снова интегрируем по частям)

U=x,dU=dx

= 1
dV ='е-2 х V =__ е-2х

, 2

1 2 -2х 1 -2х f1 -2xd 1 2 -2х 1 -2х 1 -2х
=-"2 х. е -"2 х· е +"2 е Х=-"2х. е -"2 Х' е -4"е +С=

= _'!'е-2Х . (2х 2 + 2х + 1)+ С.
4
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Прнмер.N'! 2.

Г arcsin~ =U,dU = 1 гdx

Jarcsin "1/ х dx = 2 .~ . "1/ х =
~ , 1
'" " ~ dx = dV, V = 2~

= 2~ . arcsin ~ - f :/!- =
"I/l-x

= 2~ . arcsin~ + fd~ =2~. arcsin~ +2~ + С.
"1/1- х

В) Пример Эё 1.

J2 x
2

- 5х - 2
. dx .
х

4 '+- 8х 2
- 9

Сначала, разложим подынтегральную дробную функцию на сумму

простейших дробей (данная дробь - правильная). Для этого необходимо

2х 2 -5х-2 2х 2 -5х-2 2х 2 -5х-2 А' В Сх+П

х4.+8х 2 -9 = (х 2 ~1).(x2 +9)= (x+1Xx-1Хх2+9)= x~1 + х+l + х2 +9 =

(А+В+С)·х} +(A-В+D)'х2 +(9A+9B-С).х+9А-9В-D_

= (x-1ХХ+lХХ 2 +9) -

_ (А+В,fС)·х З +(A-B+D)-x2 +(9A+9B-С)·х+9А-9В-D =

- (x-1Хх+1Хх2+9)

2х 2
- 5х - 2

- х 4 + 8х 2 - 9 .
Приравнивая коэффициенты числителей, соответствующие

одинаковым степеням переменной, получим систему:

J

A + B +C = O jC=1/2 (А=-1/4

A-B+D=2 D=2 jB=-1/4=> =>

1
9A + 9B - С = -S А=В C=1/2
9A-9B-D=-2 A+B=-1/2 о «:

10

Возвращаясь к интегралу,

f2x
2

- 5х - 2 dx == n" _ 1 _ 1 + l. х + 4 )dx _
х4+8х2-9 Jl 4(х-l) 4(х+l) 2 х 2+9 -

1 I 11 1 l' 1 (2 ) 2 х=- -\n х - 1 - -ln х + 1 + -ln х + 9 + - arctg - + С =
4 4 2 3 3

1 х
2 + 9 2 , х

= -ln-'--I + ~arctg-+C.
4 х 2 -1 3 3

Пример Х! 2.

J 2х dx
х}-7х2+15х-9 .

Здесь начнем раскладывать на множители знаменатель. Так как

подставив в знаменатель х = 1, получим О, и можно выделить множитель

(х -1) :

х 3 -7х2 +15х-9 = х} _х2 -6х 2 +6х+9х-9 =

=.х2
(х -1) - 6х(х -1) + 9(х -1) = (х -1)· (х2

- 6х +9) = (х -1)· (х - з)2 ,
теперь, преобразовывая подынтегральную дробь, имеем:

2х 2х А В С
~---c---- = = --т --т---=
х3-7х2+15х-9 (х-l)(х-з)2 х-l х-з (х_З)2

Ах
2

- 6Ах +9А + &2 - 4Вх +ЗВ+ Сх - С

(х-1Хх-ЗУ

(A+b)x2+(-6А-4В+С)х+9А+ЗВ-С _ 2х

= (х-1Хх-ЗУ - (х-1Хх-з)2
Составляем и решаем систему:

I
А + В = О IА=-В IВ=-1/2
- БА - 4В+С == 2 => 2В +С = 2 => А == -1/2

9А+ЗВ-С=О -бВ-С=О С=З

Следовательно,

J 2х dx = {_I I_+_З_)dx=
х 3-7х2+15х-9 JL2(x-l) 2(х-З) (х-З)2)

11
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11 I I 1 I I 3 1 IX-11 з= - пх-1 --IПХ-ЗI---+С =-In-- ---+С.
2. 2 х-з 2 х-з х-з

г) Пример Х!! 1.

J Б+1 dx
V(x+l)J+ 1

Выполним здесь подстановку, описанную в п. 6, а именно Х + 1 = (4 .

f
Б+l IX+l=t

4

' ! ft
2.4t3

t
5+t2_t 2

dx = = --dt = 4 f dt -
V(x+l)3 +1 dx=4t 3dt (3+1 (3+1-

= 4 rr(2
&3+ 1) _t_

2
)dt = 4ft2dt _i fd(t3 +1) ='Jl (3+ 1 (3+1 . 3 ( 3+ 1

=jt 3
- j ln(t3 +1)+С =j(V(X + 1)3 -lп(V(х+1)3 + 1))+ С.

Пример Х!! 2.

.' f dx dx
2tgx - sin х

Для вычисления этого интеграла применим универсальную .
тригонометрическую подстановку (см. п. 7):

х . 2z I 2dz
dx

tg- =z,SlП Х =--2

f dx= 2 l+z =} l+z
2

2tgx-sinx ах « 2dz tgx=~r··· ~-~
l+z 2 'l-z2 · . l-z 2 l+z 2

. f dz f(l-z
2)dz

ее . (l+zz).2z(l+z2)-Z(1-z2) = z(зz2+1)

(l-z 2 )(1+ Z2)

Для вычисления полученного интеграла необходимо разложить

правильную подынтегральную функцию.

1- z 2 А Bz +с 3Az 2 + А + Bz 2 +Cz
---:--- - - + - ----~---
z(зz 2 + 1) - z (зz 2 + 1) - z(зz 2 +1)

Соста~им систему для нахождения коэффициентов:

12

Значит,

f
(1- z

2
)dz _ fdz -4f~-lnlz_ifd(зz

2

+1)_
z(зz2 + 1) - z Зz 2 + 1 - I 6 Зz 2 + 1 -

2 .
= lпlzl- зlп(3z

2
+1)+С.

Возвращаясь к переменной Х, получаем окончательно:

f--dx
- .- = Iпltg!..I-~lп(3tg2!..+ 1)+ С.

2tgx - SlП Х 2 3 2

1I.0пределенныЙ интеграл.

Приложения определенного интеграла

(задачи 311-320)

1. Пустьf(х) - положительная непрерывная функция, заданная

на отрезке [а;Ь].

Рассмотрим фигуру, ограниченную снизу осью Ох, сверху линией

у = f (х) , а также прямыми х =а ;Х = Ь (рис. 1). Эта фигура называется

криволинейной трапецией.

Будем искать площадь S этой криволинейной трапеции. Для этого

разделим отрезок [а; Ь] на п отрезков точками

хо =а < Х] < Х 2 < ... < Хn- l < Хn =Ь

Если через точки деления провести прямые Х = X k, то они разобьют

трапецию на п узких полосок. Каждую из этих полосок можно

приближенно принять за прямоугольник. Принимая за значение f(x} на

всем отрезке [Xk-j;Хk] ее значение в какой-нибудьточке X k этого отрезка,

получаем, что высотой прямоугольника, за который мы принимаем

полоску, будет f(X k).

13
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у

о Х...,)('"Х '" х х- I!>n-' t\
х

2. для вычисления определенного интеграла применяется

формула Ньютона-Лейбница:

ь

JJCx)dx = F(b) - F(a),
а

где F(x) - первообразная функции f(x) .
Все приемы, позволяющие вычислять неопределенные интегралы,

применимы и к вычислению определенных интегралов, однако в

применении интегрирования по частям и в интегрировании с помощью

замены переменной имеются некоторые особенности.

Сформулируем два важных свойства определенного интеграла:

1) Определенный интеграл меняет знак при перестановке пределов

интегрирования, т. е.

Формулу интегрирования по частям для определенного интеграла

нужно писать в виде .
ь ь

Judv = и . v 1: - Jvdu .
аа

ь с Ь

f J(x)dx = JJ(x)dx +JJ(x)dx .

ь а

fJ(x)dx = - fлх)dx.
а ь

2) Пусть промежуток [а;Ь] разбит на две части точкой с (а<с<Ь),

тогда

Правило подстановки для случая определенных интегралов

выражается формулой

ь ф(Ь)

fJ[Ф(х)}Р'(х)dx =' f/(Z)dZ.
а ф(а)

Рис. 1

Площадь одной полоски приближенно равна произведению

f(~J· (X k - Хн). Обозначив ДХk = Xk - Xk_l, получается приближенное
равенстводля площади всей трапеции

S ~ fJ(~k}1xk.
k=]

а

из вывода следует, что точность этого равенства тем выше, чем меньше

отрезки [ХН ;Xk], т. е. когда тах дxk ~ О .'

Теперь сформулируем:

Определение. Если при любых разбиениях отрезка. [а; Ь] таких, что

щах дxk ~ О И при любом выборе точек Xk на отрезках [ХН ;xk]

lim t f(xk}:lxk =S. то этот' предел называют оппеделенным
тах Ilxt->Ok=J' r

интегралом от функции f(x) на отрезке [а;Ь] и обозначают

Ь'

JJ(x)dx

Таким образом, мы приходимк формуле
а а

Ь

S = J/(x)dx .
а

3. В геометрические приложения определенного интеграла входят

задачи, связанные с нахождением площадей, объемов, длин дуги кривой.
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3.1. Вычисление площади в декартовых координатах

Если нужно вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями

y=J;(x), У,=/2(Х) И прямыми х=а; х=Ь, то при условии, что

J; (х)2: /2(х), получаем (рис. 2)
ь

s== ЛJ;(х)-f2(Х)]dx.
а

3.3. Вычисление объема тела вращения

ь У =О,Пусть фигура, ограниченная линиями х == а, Х == ,

у == f(x) , вращается вокруг оси ох (рис, 4).
Для нахождения объема тела, полученного при этом вращении,

применяется формула

I
I I

!

о а.

Рис. 2

х

а

Рис. 4

3.2. Вычисление площади в полярных координатах

ПЛощадь сектора АОВ, ограниченного линией АВ и лучами ОА иОВ

(рис. 3), выражается формулой

1 <р2 ".

S ==- Jr 2dy
2 #'] • '

где r - полярный радиус переменной Млинии АВ, qJ - ее полярный угол.

--i

3.4. Длинадуги кривой в декартовых координатах

Пусть на плоскости задана кривая уравнением у == f(x). Длина

дуги этой кривой, заключенноймежду прямыми Х == а и х == Ь (рис. 5),
вычисляется по формуле

ь

1== f~1+[f'(x)]2dx.
а

i
. l'
!

о

Рис. 3

16

х

у

о а

Рис. 5

17

Н
А
УЧ

Н
О

-И
Н
Ф
О
Р
М
А
Ц
И
О
Н
Н
Ы
Й

  Ц
Е
Н
ТР

  С
А
Н
КТ

-П
Е
ТЕ

Р
БУ

Р
ГС

КО
ГО

 Г
О
С
УД

А
Р
С
ТВ

Е
Н
Н
О
ГО

  Т
Е
Х
Н
О
ЛО

ГИ
Ч
Е
С
КО

ГО
  У

Н
И
В
Е
Р
С
И
ТЕ

ТА
  Р

А
С
ТИ

ТЕ
ЛЬ

Н
Ы
Х

  П
О
ЛИ

М
Е
Р
О
В

 



3.5. Длина дуги в полярных координатах

Пусть требуется найти длину дуги кривой r :::: f «(jJ) , отвечающей

промежутку а :5 (jJ :5Р :

Воспользуемся формулой из п. 3.1.
Имеем: а=-l; Ь=2; J; =6х-зх 2

; /2 =3х-6 (J; ~ /2 дЛЯ ХЕ[-1;2]),

тогда

2 2

s:::: Лбх-3х2_(3х-б)~х:::: Л-3х2+3Х+б~Х::::
-1 -1

1

2
зх 2 .

=_х3 +-+бх =13.5.2 .
-1

а

Задача Х!! 2.
Вычислить площадь фигуры, ограниченной линией, заданной в

параметрической ,форме:

х =а cos t ; у:::: Ь sin t .

~ ~

а О 2 21 2
S:::: 4 fydx = 4 fbsin t(-asin t)dt =4аЬ fsin 2 tdt:::: 4аЬ f - CoS t dt::::

о Jr о о 2
2

!
)

В силу

достаточно

а. Х

Рис. 7

Решение:

Данные уравнения задают эллипс на плоскости.

симметричности эллипса относительно координатных осей

вычислить площадь его четверти, затем умножить на 4 (рис. 7).
Воспользуемся формулой из п. 3.1.

Выполним в этом интеграле замену переменной х:::: а cos t , тогда
dx = -о sin tdt , а у = ь sin t . Так как интеграл определенный, изменятся

1<
границы интегрирования; для х = О , (:::: 2; для х =а , t = О

")
)

)

.>

х

{
х :::: -1

{
У == бх - зх 2 =>' у::::-9

у:::: 3х- б {х:::: 2

<у:::: О

4. Примеры решения задач

Задача Х!! 1.

Вычислить площадь фигуры, ограниченной линиями у == бх - зх 2 И
у:::: 3х-б.

Решение:

Выполним рисунок, изобразив на координатной плоскости параболу

у =бх - зх
2

И прямую у :::: 3х - б (рис. б).

Точки пересечения данных линий находим решая систему

,.' уравнений: .

Рис. 6
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(
sin 2t)l%= 2abt --2- о = 1тЬ

Задача :N9 3.
Найти площадь Фи~ы, ограниченной лемнискатой

tx2+ у2)= а2(х2 _ у2).

Решение:

В полярных координатах ( х =r cos qJ ; у = r вш qJ) лемниската имеет

2 2 2
уравнение r = а cos qJ (рис. 8). Лемниската симметрична относительно

обеих осей, поэтому вычислим площадь четверти фигуры, расположенной

. ..
в первом координатномуглу. Здесь имеем O:S; qJ :S; 4 .Воспользуемся
формулой из п. 3.2.

[

IГ] "
- -1 4 4 IГ

S=4· - Jr 2dY =2а2 , Jcos2ydy =a2(sin2qJ~:=a z
2 о о

у

аХ

Рис. 8

Задача Х! 4.
Вычислить объем тела, образованного вращением вокруг оси ох

х 3
фигуры, ограниченной линиями у =~ и У =- '2 + '2 .

Решение:

Сначала изобразим на плоскости фигуру, ограниченную данными

линиями (рис. 9);

20

у

х

Рис. 9

Вращая данную фигуру вокруг оси ох получим тело, объем которого

нужно найти из п. 3.3. Имеем

3[ .' ( 3 )2] 3[ 2 3 9]'v = JТ1(~3 - х) - -; + 2" dx = JТ1з-х - Х4 + ; - 4 dx =

ЗадачаN!! 5.
Вычислить длину окружности.

Решение:

Воспользуемся уравнением окружности в параметрической форме:

х = R cos t ,

У = R sin t (О s t s 2JТ ).
Так как окружность симметрична относительно обеих осей,

вычислим ДЛИНУ четверти окружности (см. п. 3.4).:

21
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х =Rcost

., lJl+(dY J2dx = ":"":" = 0J
4 о . dx у ;;: Rsш t fC

2dy = R costdt

R 2
COS2 t

1+ 2. 2 (-R sin t)dt =
R sш t

можно произвольно выбирать одну точку М,. Поэтому для всякой

данной функции [(М) и всякой данной области G можно составить

сколько угодно различных интегральных сумм, но все эти

интегральные суммы при неограниченном возрастании n и при

стремлении к нулю наибольшего из диаметров частичных областей

имеют один общий предел, который называется тройным
интегралом от функции [(М) по области G и обозначается

п

JJff(M)dv= lim If(Mj)dVj
G n4ао j=l

maxL\v,4 0

окончательно Z= 2JrR . Свойства тройного интеграла аналогичны свойствам двойного и

обыкновенного определённых интегралов: область интегрирования можно

разбивать на части; интеграл от суммы функций равен сумме интегралов

от всех слагаемых; постоянный множитель можно выносить за знак

интеграла.

Вычисление тройного интеграла сводится к трехкратному

интегрированию, то есть к последовательному вычислению трех

обыкновенных определенных интегралов по каждой из трех переменных

координат точки трехмерного пространства.

его вычисление трёхкратным интегрированием.

Ш,Тройной интеграл,

Объём пространетвевней области

(задачи 381':390)

Пусть область интегрирования

G отнесена к прямоугольной

системе координат Oxyz. Разобьем ее

на частичные области плоскостями,

паралельными координатным

плоскостям. Тогда объем

частичной области dv = dxdydz (как

объем прямоугольного

параллелепипеда с ребрами dx, dy и

dz) и тройной интеграл преобразуется

к виду

Jfff(M)dv = Hff(x,y,z)dxdydz
G G

у
°r-r-------i--..

х

f/(M,)Av,.

1. Пусть функция [(М) непрерывна в каждой точке Мнекоторой

пространствеиной области G. Разобьем эту область произвольным образом

на n частичных областей с объёмами lJ.v"lJ.v2 , ... ,Avn. Выберем в каждой из

них по одной произвольной точке М,. М2 , '00' М, и вычислим значения

функции f в этих точках.

Составим сумму ЛМ, )Av, + !(2)Av2 +..,+ ЛМn)lJ.v.
i=I

Эта сумма называется интегральной суммой функции [(М)

по области G.

Рис. 1

При составлении интегральной суммы можно различными способами

разбивать область G на n частичных областей lJ.v, и в каждой из них
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При этом, если область G такова, что любая' прямая, проходящая

внутри области G параллельно оси Oz, пересекает её границу

(ограничивающую её замкнутую поверхность) в двух точках (рис. 1), то
тройной интеграл можно вычислить по формуле

4.Рассмотрим примеры вычисления объема пространственной

области:

=!',(х,у)

ffJt-Сх,у,z)dхdуd;= JJixdY JЛх,у,Z)dZ,
G о"" z-=<p, (х,у)

где Сху - проекция области G на Оху;

(1)

Задача K~ 1.
Вычислить объем тела, ограниченного поверхностями '

у =х', у = 1, z = о, z = 2.
Решение: Построим данные поверхности в декартовой системе

координат Oxyz:

данными

прямой

которого

уравнения нижней и верхней поверхностей, ограничивающих область G.

ПО формуле (1) вычисление тройного интеграла. сводится к

последовательному вычислению обыкновенного определенного интеграла

'с переменной z, причем х и у рассматриваются как постоянные, и

двойного интеграла с переменными х и у по области сх, '

расположенной в плоскости Оху.

При вычислении тройного интеграла указанным способом после

вычисления внутреннего обыкновенного интеграла иногда целесообразно

для вычисления двойного интеграла перейти от прямоугольных координат

к полярным.

2. Объём пространственной области G (рис. 1) вычисляется по формуле
Рис. 2

z = о - плоскость, совпадающая с

координатной плоскостью Оху ;
z = 2 - плоскость, параллельная

плоскости Оху,

расположенная выше её на 2 единицы;

у = 1 - плоскость, параллельная

плоскости Oxz, расположенная правее

её на 1 единицу;

у = х'- параболический цилиндр,

образующая которого параллельна

оси Оз:

Область G, ограниченная

поверхностями есть

цилиндр, образующие

параллельны оси Oz.

r=(II,(x.y)

V = Нfdv = fffdxdydz = Н dxdy fdz ,
G G ох,· "..': t=W2(X,Y)

(2)

Чтобы вычислить объем пространственной области G, необходимо

знать, какие именно поверхности ограничивают эту область.

,'3Лрuмеры некоторых поверхностей второго порядка
Объём тела вычисляется по формуле (2):

Z=1JI1 (х,у)

V= ffdxdy ,fdz
Gxy Z=1JI2 (х,у)

1) " 2 2 2(х-а)·+(у-Ь) +(z-c) =R - сфера с центром в точке (а,Ь,с) и радиуса R.

х' у2
4) z = - + - - параболоид.

2р ь'

- эллиптический цилиндр;

у2

или z =- - параболический цилиндр;
2р

Как видно (рис.2), прямая, проходящая через произвольную

внутреннюю точку области G параллельно оси Oz, пересекает

поверхности, ограничивающие эту область, в двух точках N и Q.
Тогда, уравнения поверхностей, ограничивающих область G,

таковы: z=O=IJII(X'Y) и z=2=If,(x,y).

Отдельно нарисуем проекцию Сху области G на плоскость Оху

(рис. 3):
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Рис. 3

Итак,

Проекция Gxy является кругом, поскольку

на плоскость Оху проектируется часть

сферы. Уравнение окружности,

ограничивающей область Gху' получаем из

rrавнения сферы, подставляя в него z = 1:
х +i+l=4или х2+у2=з.

Рис. 5

х

Как видно (рисА), прямая, проходящая через произвольную точку

области G параллельно оси Oz, пересекает поверхности, ограничивающие

область G, в двух точках N и Q. Тогда уравнение поверхностей,

ограничивающих область G, таковы: z = 1='1/1 (х, у) и z =
~4-x2 - у2 = \l!2(X,y).

Отдельно нарисуем проекцию Gхуобласти G на плоскость Оху

внутреннюю (рис. 5):

Поскольку область GXY - круг, удобно перейти от декартовых

координат к полярным:

х ='r сове; у = г sinq>; dxdy = rdrdq>;

Области изменения переменных х

и у для

области Gху таковы: -\ :-::; х :-::; \ и

х 2
:-::; у:-::; г.

у

у=х2

y=l

,

о Х

<=2 1 1 1

У = ffdxdy f dz = ffz 12 dxdy = fdx f2dY =2 fdxy 1~2 =
~ ~ ~ о ~ ~ ~

Задача Х! 2.

Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями

для области Gxy переменные г и q> изменяются в следующих

пределах: О::; г ::; J3 и О::; q> ::; 2п (рис. 5)

Задача Х! 3.

Вычислить объём тела, ограниченного поверхностями: х + у + Z = 4,
х = 3, у = 2, х = О, У = О, z = О.

!
I
i

I

z=J4-хZ -уZ •

v == Лdхdy Jdz = Jfz 1/4-x
2

_
y 2

dxdy = ПЦ4 - х2
- у2 -1)dxdy =

ъ; <=! о; о;

2" .f3 2" .f3
fdlp J(J4-r 2 -l)rdr= Jdlp f(rv'4-r 2 -r)dr=
о о о о

=2f"[_ (4 - г 2 )М _~; 1.f3 dlp =2f"2cJlp =~ lp I~" = ~ п,
3 2 о 06 6 3

о

Итак,

z 1 плоскость, параллельная

плоскости Оху;

G - область, занимаемая данным телом.

х
2 + / + ; = 4 - сфера с центром в начале

. координат и радиуса 2;
z'/4.,x·.yt

Построимданные поверхностив декартовойсистеме координатОхуз;

Решение:

Рис. 4
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Решение: Построим данные поверхности в декартовой системе

координат Oxyz:

Как видно (рис. 6), прямая, проходящая через произвольную точку

пространственной области G параллельно оси Oz, пересекает поверхности,

ограничивающие эту область, в двух точках N и Q. Тогда уравнение

по~ерхностей, ограничивающих область G таковы: z = О = IfIl (х,у)

И Z = 4-х-у =1fI2(X,y).

2 2 3 4-х

=JdxJ(4- x~- y)dy~ Jdx J(4-x- y)dy =
о о '2 О

2 2 3 2

= fdx((4-х)у_L)I~ +JcU((4-х)у_L) I~-X=
о' 2 2 2

2 '3 (4-х)2 2, 1 3 2

=J(2(4-x)-2)dx+ J. dx== J(6-2x)dx+- f(4-x)dx=
о 2 2 о 22

3

(4-х) 13_ 55
6 12- 6 .

z~4-x-y

V = Hdxdy Jdz = Н z I~-X-Y dxdy = Н(4 - х - у)dxdy =
z=O G." с;

х + у + z = 4 .- плоскость;

х = о - координатная плоскость Ozy;

х = 3 - плоскость, параллельная

плоскости Ozy;

z = о - координатная плоскость Оху;

у = о - координатная плоскость Oxz;

у = 2 - плоскость, параллельная

плоскости Oxz;

G - область, занимаемая данным телом.

'::1
у=2.

Рис. 6

Отдельно нарисуем проекцию G,y области G на плоскость Оху (рис.7)
IV. Криволинейные интегралы и их вычисление

х + у + о = 4; х + У = 4; У = 4 - х.

Рис. 7

Прямая ВС

двух плоскостей

О, тогда её

записать в

{
X+ Y + Z= 4

z=o

есть пересечение

x+y+z=4 и z=
уравнение можно

виде системы

или

(задачи 391-400)

1. Пусть функция [(М) непрерывна в каждой точке М дуги АВ.

Разобьем эту дугу произвольным образом на n частичных дуг длиной

bl1,bl2 , ••• ,l1ln • Спроектируем эти частичные дуги на ось Ох.

Обозначим за LixpLix2,···,Lixn проекции 11/1,11/2 , · .. ,l1ln на ось Ох.

Выберем на каждой дуге Ы; одну произвольную точку М, и
вычислим значения функции в этих точках (рис. 1).

Составим сумму:

Верхняя граница области Gzy состоит из двух разных уравнений: прямой

АВ у = 2 и прямой ВС у = х - 4, значит, область G,y при интегрировании

следует разбить на две области ОАВЕ и BCDE.

п

f(M1)11x1 + f(M2)Lix2 + ... + f(Mn )l1xn == L f(MJLix;.
j=!
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Аналогично определяется криволинейный интеграл от функции по дуге

АВ по координате у:

Рис. 1

Такая сумма называется интегральной суммой функции f(M) ПО
дуге АВ по координате х.

Но при неограниченном увеличении!l и при стремлении к нулю

найбольшей из длин проекций частичных дуг все эти различные

интегральные суммы имеют один общий предел, который называется

криволинейным интегралом от функции f(M) по дуге АВ по
координате х и обозначается

1.

I
I
j

I

сумму

i при

часовой

f=f+f
АВ АС СВ

обозначает
fpdx+Qdy
АВ

по замкнутой плоской линии

ее обхода (против движения

интегралКриволинейный

Кривую интегрированияможно разбиватьна части:

2. Примеры решения задач.

Задача Х!! 1.

Вычислить криволинейный интеграл

При перемене направления на кривой интегрирования криволинейный

интеграл по координатам изменяет свой знак: f =- f
АВ ВА

Криволинейный интеграл

положительном направлении

стрелки) обозначается f , а при отрицательном направлении обхода

обозначается 1
-л

Вычисление криволинейного интеграла сводится к вычислению

обыкновенного определенного интеграла: исходя из уравнения (или

уравнений) линии интегрирования АВ подынтегральное выражение

криволинейного интеграла преобразуется к одной переменной, значения

которой в начале' и в конце дуги АВ будут пределами полученного

обыкновенного интеграла.

криволинейных интегралов указанных видов (Р и Q - непрерывные

в каждой точке дуги АВ функции ).

х

в

:M~,
r
I
I
J
I
I

I
I
I
I

I

~:
о

"---" со i=l
тах J1X!~O

f f(M)dx = Нш f f(MJI1X j

АВ

Аналогично определяется интегральная сумма по координате у.

. Очевидно, что для, всякой данной функции f(M) и всякой данной дуги

АВ можно составить бесчисленное множество различных интегральных

сумм - если по-разному делить эту. дугу на n частичных дуг,

проектировать их на ось Ох (или ау) и по-разному выбирать на каждой'

из них по одной точке M j •

пff(M)dy = lim I f(MJI1Yi
АВ

30

f(xy-l)dx+x2y~ от точки А(1;О) до точки В(О;2)
АВ

а) по дуге параболы 4х + у2 = 4 (рис. 2);

б) по дуге эллипса х = cost , У = 2sint (рис. 3).
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Решение:

(полученные

2 2 2

= -4 fcos3 td(cost) + fsintdt - 2 fsin 2 td(sint) =
о о о

"" ,

2 •

+ COS 2 (2 sin (2 cos t)dt = f (4 cos 3 t вш t +sin t -2 sln 2 t со;' t)dt =
. О

I

4 2 . 3 i~ 4
=(-cos t-соst-зsm t)12 =3'

1"

"'B~2

f(xy -1)dx + х 2 ydy = f((cos (2 sin t -1)( - sin tdt) +
АВ 'A~O

а) Пользуясь данным уравнением

линии интегрирования, преобразуем

криволинейный интеграл в

обыкновенный определённый интеграл с

переменной у, затем вычисляем его:

У
2

x=l--' dx=-l...d1!
4 ' 2 "

выражения подставляем в исходный

интеграл вместо х и dx):

ЛО.О)

v

-1--_ х

Рис ?

Задача .N'2 2.

Вычислить криволинейный интеграл вдоль границы треугольника

АВС, обходя ее по часовой стрелке, где A(-I;O); В(0;2); С(2;0).

Решение:

у

х

с (2: О)А (-1;0)

в (0;2)

б) Преобразуем данный интеграл

в обыкновенный с переменной t (так

как, и Х, и у являются функциями от t
), затем вычисляем его:

х = cost; dx = - sintdt;Рис. j

у = 2sint, dy = 2costdt;
Рис. 4

хА = 1; 1 = соэг, => tA=O;

Хв = О; О = совь, => tB = rd2.

Подставим полученные выражения в исходный интеграл:

Здесь линия интегрирования (замкнутая) состоит из трех

отрезков, которые лежат на различных прямых (с различными

уравнениями) (рисА). Соответственно этому .криволинейный интеграл по

ломаной АВСА вычисляем как сумму интегралов, взятых по отрезкам АВ,

ВС и СА:
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1=J+J+J
-А. АВ ВС СА

Составим 'уравнение прямой АВ в отрезках;

х у

- + - =1:::::> у =2х + 2 :::::> dy =2dx
-1 2 '

X.",(J

f2xdx-(x +2y)dy= f2xdx-(x+ 2(2х+2))2dx=
АВ XA~-I

. О О

f(2x - 2х -8х -8)dx= -8 I(x+ 1) =-8(~+х) I~I =-4.
~ . ~ 2

Составим уравнение прямой ВС в отрезках:

.х у

- +- =1=> у =2- х => ау =-dx
22'

Xc~2

f2xdx - (х + 2y)dy = f2xdx - (х + 2(2 - x))(-dx) =..
НС ХЬ=О

2 2 2

f(2x - х + 4)dx = f(x + 4)dx =(~+ 4х) I~= 10.
о о 2

Прямая СА совпадают с осью Ох, значит её уравнен_ие у = О,

ду=О,

Xa~-1

f 2xdx-(x+2y)dy= f2xdx=x 1;1=-з.
СА: X~2

Итак, f = f + f + f = -4 + 10- 3 = 3
-х АН' ВС СА
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