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                                           Предисловие 
 
 
Студенты дневной формы обучения, изучающие курс "Техническая ме-

ханика", выполняют расчетно-графическую работу "Расчет статически неоп-
ределимой рамы методом сил".  

Выполнение расчетно-графической работы прививает студентам навыки 
самостоятельной творческой работы, рационализации, пользования справоч-
ной литературой и таблицами, а также выполнения расчётов и составления 
расчётно-пояснительной записки 

Работа выполняется согласно трехзначному шифру, получаемому сту-
дентом от преподавателя, ведущего практические занятия в группе. 

Первая цифра шифра указывает схему сечения по рис. 22. Заданная 
схема состоит из нескольких стержней с постоянной изгибной жесткостью 
EJ, длина всех участков стержня одинакова и равна а. Вторая и третья цифры 
шифра указывают на величину приложенной силы F и внешнего изгибающе-
го момента М из табл. 1. 

Расчетно-графическая работа "Расчет статически неопределимой рамы 
методом сил" должна содержать в себе следующие пункты: 

1. Исходные данные. 
2. Определение степени статической неопределимости и выбор основ-
ной системы. 

3. Определение коэффициентов канонических уравнений и их провер-
ка.       

4. Определение величин неизвестных усилий. 
5. Построение расчетных эпюр. 
Работа выполняется на одной стороне стандартного листа формата А4 

(210 × 297 мм) вертикального расположения и брошюруется по левому полю 
бумаги. Текст и выполняемые расчёты пишутся чернилами, рисунки выпол-
няются карандашом с обязательным соблюдением масштаба, который выби-
рается самостоятельно из соображений наилучшей выразительности чертежа. 

На последнем листе работы необходимо привести расчетные схемы и  
построенные эпюры. Для чертежа на последнем листе работы допускается 
использование формата А3.   
 
 
 

1. КРАТКИЕ СВЕДЕНИЯ ПО ТЕОРИИ 
1.1. Статически неопределимые системы 

 
         Под статически неопределимой системой понимается система, для ко-
торой определение внешних реакций и всех внутренних силовых факторов не 
может быть произведено при помощи уравнений равновесия статики. 
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                          1.2. Степень статической неопределимости 
 
 
 

 
 

 
 
 

Рис. 5 
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Рис. 6 
 

Степень статической неопределимости  плоской рамы:  
 
                                         СН = ОП – 3 + 3·К – Ш,        
                      
где    ОП – число опорных связей; К – число замкнутых контуров; Ш –  число 
простых шарниров. 
     Число опорных связей ОП напрямую зависит от типа опорных закрепле-
ний в рассматриваемой системе.   
       При наличии заделки число опорных связей равно трем (ОП =3), так как в 
заделке могут возникать две реакции (вертикальная и горизонтальная) и один 
реактивный момент.   
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      При наличии шарнирно-неподвижной опоры число опорных связей равно 
двум (ОП =2), так как в шарнирно-неподвижной опоре могут возникать две 
реакции (вертикальная и горизонтальная).   
       При наличии шарнирно-подвижной опоры число опорных связей равно 
единице (ОП =1), так как в шарнирно-подвижной опоре может возникать 
только одна реакция, направленная перпендикулярно плоскости, по которой 
может перемещаться подвижный шарнир.  
       Следовательно, для рамы, изображенной на рис. 7, при любой внешней 
нагрузке, общее число опорных связей: 
  

ОП =3 + 2 + 1 = 6, 
 
 а степень статической неопределимости:  
 

СН = ОП – 3 = 6 – 3 = 3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                             
                                                   

Рис. 7 
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сечений необходимо снять дополнительные связи, т. е. позволить сечениям 
поворачиваться и смещаться в двух направлениях. 
      Следовательно, для рамы, изображенной на рис. 8, при любой внешней 
нагрузке, общее число опорных связей:  
 

ОП =4 (YA, XA, YB, XB), 
 

число замкнутых контуров К = 1 (контур DEFG), число простых шарниров 
Ш = 1 (шарнир С), степень статической неопределимости: 
 

СН = ОП – 3 + 3·К – Ш = 4 – 3 + 3 ·1 – 1 = 3. 
 

 
 
 
 
 
 
 
                                                          

Рис.8 
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Рис. 11 
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Рис. 12 
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Рис. 13 
 

 
 

Рис. 14 
 

 
 

Рис. 15 
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                            1.3. Основная система метода сил 
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Для рам, имеющих жесткие закрепления, можно рекомендовать основ-
ную систему в виде консоли, рассматривая остальные опорные закрепления 
как лишние (рис. 16 б, г). 

 

      
 
                                                              Рис. 16 
 
 

Исключения составляют симметричные рамы с защемленными конца-
ми. Здесь выбор основной системы удобно производить, разрезая раму на две 
симметричные консоли (рис.17). 

 
 

 
                      
 
 
 
 
 
                                                        
                                                       

Рис. 17 
 
 

 
                         1.4. Канонические уравнения метода сил 
 
 
 
          Для нахождения “лишних” неизвестных составляются дополнительные 
уравнения, которые носят название уравнений совместности деформаций. 
Смысл их заключается в том, что перемещения в основной системе, вызван-
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ные внешними нагрузками и “лишними” неизвестными, должны быть такими 
же, как и в заданной системе. 
         Суммарные перемещения в основной системе, вызванные внешней на-
грузкой и “лишними” неизвестными, по направлению самих неизвестных 
должны быть равны нулю. 
         На основании принципа независимости действия сил, в соответствии с 
которым перемещение, вызванное несколькими воздействиями, равно алгеб-
раической сумме перемещений от каждого из этих воздействий в отдельно-
сти, уравнение деформаций для один раз статически неопределимой системы 
можно записать следующим образом: 
 

                                           ( ) ( ) 01111 =∆+∆=∆ РХ .             
            Первое слагаемое  представляет собой перемещение по направлению 
неизвестного, вызванное этим же неизвестным, а второе слагаемое  

( )
Р

Р 11 ∆≡∆  – перемещение по тому же направлению, вызванное внешней 

нагрузкой. Величину ( )11 Х∆  удобно представить в следующем виде: 
 

                                                ( ) 11111 ХХ δ=∆ ,     

 где   11δ  - перемещение по направлению неизвестного Х1 от Х1 = 1. 

Тогда                                     01111 =∆+
Р

Хδ .                                                 
Данное выражение, записанное для один раз статически неопредели-

мой системы, легко обобщается для случая более сложных статически неоп-
ределимых систем. Например, для n-раз статически неопределимой системы 
уравнения деформаций могут быть записаны в виде следующей системы: 













=∆+++

=∆+++
=∆+++

. 0...

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .

; 0...

; 0...

2211

2222121

1212111

nРnn

Р

Р

ХХ

ХХ

ХХ

δδ

δδ
δδ

 

 

Эти уравнения являются теми дополнительными уравнениями дефор-
маций (перемещений), которые позволяют раскрыть статическую неопреде-
лимость заданной системы. Первое из этих уравнений выражает мысль о ра-
венстве нулю перемещения в основной системе по направлению первой от-
брошенной связи (по направлению силы или момента X1), второе – по на-
правлению второй отброшенной связи и т. д.  

Эти уравнения называются каноническими уравнениями метода сил. 
Такое название указывает, во-первых, на то, что уравнения составляются по  
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Единичное линейное перемещение от единичной силы выражается в 

см/кН (м/кН и т. д.), а от единичного момента — см/(кН · см) = 1 кН; единич-
ное угловое перемещение от единичной силы выражается в 1/кН, а от еди-
ничного момента — 1/(кН · см). 

 
 

 
 Построение расчетных эпюр 
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                     1.6. Определение перемещений 

 
 

              Перемещения  δij и P1∆   проще всего определяются по методу Мак-
свелла-Мора с использованием способа Верещагина: 
 

                           ,
1 01 0

∑∫∑∫
==

===
n

k

l
ij

n

k

l
ji

jiij

kk

dx
EI

MM
dx

EI

MM
δδ     

              

                                          ∑∫
=

=∆
n

k

l
pi

ip

k

dx
EI

MM

1 0
 ,  

                

где pji MMМ   ,  ,  - алгебраические выражения изгибающих моментов на k-

том участке основной системы, вызванных, соответственно, действием толь-

ко одной единичной силы  1=iХ  или 1=jХ  или внешней нагрузкой,   

EI – изгибная жесткость стержня. 
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              Для стержневых систем интегралы Мора удобно вычислять по спо-
собу Верещагина. При этом операция интегрирования аналитических выра-
жений изгибающих моментов заменяется перемножением эпюр. 
           Способ Верещагина  применяется в случае, когда эпюры от единичных 
силовых факторов на прямолинейных участках оказываются линейными, а 
грузовая эпюра имеет следующие очертания: прямоугольник, трапеция или 
парабола. В связи с этим, согласно способу Верещагина, интеграл вида  

                                                 ∫ dxMM pi  

равен произведению площади криволинейной эпюры Ω (рис. 18а) на ордина-

ту линейной эпюры iM , расположенную под центром тяжести криволиней-

ной эпюры (рис. 18б). Следовательно, величины δij и iP∆   можно определить 
по формулам: 

                                             ∑
=

Ω
=

n

i

cji
ij EJ

M

1

δ  ,          

 

                                              ∑
=

Ω
=∆

n

i

cip
ip EJ

M

1
 ,                           

где    ΩР - площадь грузовой эпюры момента на участке;   СiM  - ордината 
прямолинейной (единичной) эпюры, взятая под центром тяжести с грузовой 
эпюры МР. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                                              Рис. 18 
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         Если обе эпюры (единичная и грузовая) линейные, то безразлично, 
площадь какой из эпюр подсчитывается, но ордината момента обязательно 
берется с другой эпюры.   
         Далее приведены площади и координаты центров тяжести некоторых 
фигур (рис. 19). 
 
 
 
 
 
          
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                       
 
 
 
 
 
 
 
 

Рис. 19 
 
 
     В тех случаях, когда перемножаются две эпюры, имеющие вид трапеций, 
или когда одна эпюра имеет вид трапеции, а другая – квадратичной парабо-
лы, можно использовать формулу Симпсона. Знаки определяются следую-
щим образом: если эпюры направлены в одну сторону, то ставится знак «+», 
а если в разные, то «–». Результатом перемножения будут выражения, приве-
денные на рис. 20. 
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   1.7. Определение величин “лишних” неизвестных и построение эпюр  
внутренних силовых факторов 

 
 
 
         Подставив величины найденных перемещений в систему канонических 

уравнений и решив ее, находим значения неизвестных Хi. Положительные 

значения “лишних” неизвестных Хi свидетельствует о том, что направление 
реакций совпадает с их направлением, принятым в единичном состоянии. К 
основной системе прикладываем заданную нагрузку и найденные “лишние” 

неизвестные  Хi., после чего строим эпюры внутренних усилий. В общем 
случае нагружения в поперечных сечениях элементов рамы будут возникать 
три внутренних силовых фактора: изгибающий момент М, поперечная сила 
Q и продольная сила N.  
 
 
 

             
 
                         

Рис. 20 
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            1.8. Учет симметрии при расчете статически неопределимых рам 
 
 
 
 
Можно значительно упростить систему канонических уравнений мето-

да сил, если есть возможность учесть симметрию конструкции и приложен-
ных к ней нагрузок, поскольку при этом некоторые побочные коэффициенты 
канонических уравнений оказываются равными нулю.  

Симметричной называется конструкция, если одна из ее частей являет-
ся зеркальным отражением второй части относительно плоскости (оси) сим-
метрии. На рис. 21а изображена геометрически симметричная рама.  

Усилия (и внешние, и внутренние), действующие на симметричную 
конструкцию, бывают симметричными и кососимметричными.  

Симметричной называется  нагрузка, если усилия, приложенные к од-
ной части конструкции, являются зеркальным отображением усилий, прило-
женных к другой ее части.  

Симметрично нагруженная геометрически симметричная рама изобра-
жена на рис. 21б. 

Кососимметричной называется нагрузка, если усилия, приложенные к 
одной части конструкции, являются зеркальным отображением усилий, при-
ложенных к другой ее части, но взятых с противоположным знаком.  

Кососимметрично нагруженная геометрически симметричная рама 
изображена на рис. 21в. 

Любую несимметричную нагрузку, приложенную к симметричной кон-
струкции, можно разложить на две составляющие, одна из которых будет 
симметричной, а другая – кососимметричной. Полученные две задачи реша-
ются затем с учетом симметрии, а результаты суммируются.   

Особенностью, упрощающей решение статически неопределимых за-
дач с учетом симметрии, является тот факт, что в качестве лишних неизвест-
ных здесь целесообразно выбирать не реакции опор, а внутренние усилия, 
расположенные в плоскости симметрии конструкции. 

Аналогичным образом свойства симметрии и кососимметрии относятся 
к внутренним силовым факторам в поперечных сечениях рамы, которые ста-
новятся лишними неизвестными при рассекании рамы по линии симметрии 
(рис. 21г). Так, поперечные силы Х1 называются  кососимметричными сило-
выми факторами, а продольные силы Х2 и изгибающие моменты Х3 называ-
ются симметричными силовыми факторами.  

 



 22 

    
                                                    Рис. 21 
 

При расчете симметричной рамы можно руководствоваться следую-
щим: при симметричной внешней нагрузке кососимметричные силовые фак-
торы равны нулю, а при кососимметричной внешней нагрузке симметричные 
силовые факторы равны нулю. Это происходит потому, что если перемно-
жать симметричную и кососимметричную эпюры, то в ответе будет полу-
чаться ноль, так как результат перемножения эпюр на левой половине рамы 
равен результату перемножения эпюр на правой половине, но с обратным 
знаком, что в сумме дает ноль. 
 
 

                                2. ВАРИАНТЫ ЗАДАНИЙ 

                                                                                                              Таблица 1 

Первая цифра шифра, 
№ схемы по рис. 10 

Вторая цифра шифра, 
сила F 

Третья цифра шифра, 
момент М 

1 2 P 3 P a 

2 4 P 2 P a 

3 3 P 2 P a 

4 3 P 4 P a 

5 2 P 4 P a 

6 5 P 2 P a 

7 4 P 3 P a 

8 1 P 3 P a 

9 2 P 1 P a 

0 3 P 5 P a 
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                                                           Рис. 22 
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               3. ПРИМЕР ВЫПОЛНЕНИЯ ЗАДАНИЯ 
                                       3.1. Исходные данные 
 
                                                 

                          
                                                          
  
                                                        Рис. 23 
 
 
 
         3.2. Определение степени статической неопределимости и выбор  

основной системы 
 
 
 

Данная рама является два раза статически неопределимой: 
 

CН = OП = 5 – 3 = 2. 
 
Основная система показана на рис. 24. 
 
 

 
   
                                                        Рис. 24 
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               3.3. Составление системы канонических уравнений 
 
 
        Так как число канонических уравнений всегда равно степени статиче-
ской неопределимости, то для дважды статически неопределимой системы 
записываются два канонических уравнения: 
 

                                 




=++
=++

0.∆XδXδ

;0∆XδXδ

2P222121

1P212111
 

 
 
 

3.4. Построение эпюр изгибающих моментов от внешней нагрузки и от 
единичных сил 

     
 

На рис. 25 построена эпюра изгибающих моментов МР от внешней    
нагрузки F = 3P и М = Ра. 

                   
                                                      Рис. 25 
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Определим опорные реакции: 
ΣХ = 0; ХА  – 3 P = 0; ХА  = 3 P; 
Σ МА = 0; MA  – YВ а = P a – YВ a = 0; YВ = P; 

          ΣY = 0;  YА – YВ = YА – P = 0;  YА = P.  
 

Границы участка:  0 ≤ x  ≤ а. 
МP = YAx = Px; 
x =0; МP = 0; 
x =a;  МP = Pa. 
 
На рис. 26 построена эпюра изгибающих моментов М1 от единичной 

нагрузки Х1 = 1. 
 

 
   
                                                         Рис. 26 
 

Определим опорные реакции: 
ΣХ = 0; ХА = 0; 
Σ МА = 0; Х1 2а – YВ а = 0; YВ = 2; 
ΣY = 0;  YА – YВ + X1 = 0;  YА = 1. 
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          Границы первого участка:  0 ≤ x1  ≤ а. 
М11 = YAx1 = 1 x1; 
x1 =0; М11 = 0; 
x1 =a;  М11 = a. 
 
Границы второго участка:  0 ≤ x2  ≤ а. 
М12 = Х1 x2 = 1 x2; 
x2 =0; М12 = 0; 
x2 =a;  М12 = a. 
 
На рис. 27 построена эпюра изгибающих моментов М2 от единичной 

нагрузки Х2 = 1. 
 

        
 
 

Рис. 27 
 
Определим опорные реакции: 
ΣХ = 0; ХА – X2 = ХА – 1 = 0;  XА = 1; 
Σ МА = 0; Х2 а – YВ а = 0; YВ = 1; 
ΣY = 0;  YА – YВ = YА – 1 = 0;  YА = 1. 
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          Границы первого участка:  0 ≤ x1  ≤ а. 
М21 = YAx1 = 1 x1; 
x1 =0; М21 = 0; 
x1 =a;  М21 = a. 
 
Границы второго участка:  0 ≤ x2  ≤ а. 
М22 = Х2 x2 = 1 x2; 
x2 =0; М22 = 0; 
x2 =a;  М22 = a.  
 
Границы третьего участка:  0 ≤ x3  ≤ а. 
М23 = Х2 а = а. 
 
На рис. 28 построена суммарная эпюра МS от единичных нагрузок Х1=1 

и Х2=1. 
 

          
 

Рис. 28 
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Определим опорные реакции: 
ΣХ = 0; ХА – X2 = ХА – 1 = 0;  XА = 1; 
Σ МА = 0; Х2 а + Х1 2а – YВ а = 0; YВ = 3; 
ΣY = 0;  YА – YВ + Х1 = 0;  YА = 2. 
 
 

          Границы первого участка:  0 ≤ x1  ≤ а. 
МS1 = YAx1 = 2 x1; 
x1 =0; МS1 = 0; 
x1 =a;  МS1 = 2a. 
 
Границы второго участка:  0 ≤ x2  ≤ а. 
МS2 = Х2 x2 = 1 x2; 
x2 =0; МS2 = 0; 
x2 =a;  МS2 = a.  
 
Границы третьего участка:  0 ≤ x3  ≤ а. 
МS3 = Х1 x3 + Х2 а = x3 + а; 
x3 =0; МS3 = a; 
x3 =a;  МS3 = 2a.  
 

  

 
                          3.5. Определение перемещений 
 
 

Величины перемещений определим, используя способ Верещагина: 

;
EJ

a

3

2

EJ

a

3

2

2

a

EJ

a

3

2

2

a
δ

322

11 =+=  

;
EJ

a

6

5

EJ

a

2

a

EJ

a

3

2

2

a
δδ

322

2112 =+==  

 

;
EJ

a

3

5

EJ

a

EJ

a

3

2
δ

333

22 =+=  

 

;
EJ

a

3

P

EJ

Pa

3

2

2

a 32

1P ==∆     

.
EJ

a

3

P 3

2P =∆  



 30 

Выполним проверку найденных перемещений: 
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3.6. Определение величин лишних неизвестных 
 
 
 
      Подставив вычисленные величины перемещений в систему канонических 
уравнений, получим: 
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Домножив оба уравнения на 6 EJ и поделив на а3, получим: 
 

                         


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=++
=++
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21
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Вычтя из второго уравнения системы первое, получим: 
 
                                          Х1 +5 Х2 = 0, 
 

                                                    Х1  = –5Х2 ,  
подставив в первое уравнение, имеем: 
 

–20Х2 +5Х2 +2Р = 0, 
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                                                   Х2  = 2Р/15 > 0,  
следовательно Х2 направлен вправо;  
 
                                                   Х1 = –10Р/15 < 0,  
следовательно Х1 направлен вниз и равен  Х1 = 10 Р/15. 
 
 
 
        3.7. Построение эпюр внутренних силовых факторов M, N и Q 
 

 
 
Нагруженная рама показана на рис. 29. 
Определим опорные реакции: 
ΣХ = 0; ХА – F+ X2 = 0;  XА = 43/15 P; 
Σ МА = 0; Х2 а – Х1 2а + YВ а + M = 0; YВ = 3/15 P; 
ΣY = 0;  YА + YВ – Х1 = 0;  YА = 7/15 P. 
 

          Границы первого участка:  0 ≤ x1  ≤ а. 
N1 = – ХA = – 43/15 P; 
Q1 = YA = 7/15 P; 
М1 = YAx1 = 7/15 Px1; 
x1 =0; М1 = 0; 
x1 =a;  М1 = 7/15 Pa. 
 
Границы второго участка:  0 ≤ x2  ≤ а. 
N2 = Х1 = 10/15 P; 
Q2 = –Х2 = –2/15 P ; 
М2 = Х2 x2 = 2/15 Px2; 
x2 =0; М2 = 0; 
x2 =a;  М2 = 2/15 Pa.  
 
Границы третьего участка:  0 ≤ x3  ≤ а. 
N3 = – FA + Х2 = – 43/15 P;  
Q3 = Х1 = 10/15 P; 
М3 = – Х1 x3 + Х2 а = – 10/15 Px3 + 2/15 Pа; 
x3 =0; М3 = 2/15 Pa; 
x3 =a;  М3 = – 8/15 Pa.  
 
Границы четвертого участка:  0 ≤ x4  ≤ а. 
N4 = – YВ = –3/15 P ; 
Q4 = 0; 
М4 = 0.  
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Рис. 29 
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Показанные на рис. 30 узлы D и Е рамы находится в равновесии при 
действии внешней нагрузки и внутренних усилий.  
 

 
     
 
                                                          Рис. 30 
 
 

Так как перемещений по направлению лишних связей нет, то: 
 

М МS = М М1 + М М2 =0; 
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4. КОНТРОЛЬНЫЕ ВОПРОСЫ ДЛЯ САМОПРОВЕРКИ 
 
 
1. В чем сущность способа Верещагина? 
2. Что называется «основной системой»? 
3. Что означают величины δ11 и ∆1Р? 
4. Каков физический смысл произведений Х1 · δ11 и Х2 · δ12? 
5. Какая мысль выражается при помощи уравнения Х1  δ11 + Х2  δ12 +∆1Р = 0? 
6. Что означает термин “лишние связи”? 
7. Как определить степень статической неопределимости? 
8. Что такое основная система? 
9. Что устанавливает каноническое уравнение метода сил? 
10. Какие существуют проверки правильности выполнения этапов расчета  
      рам методом сил?  
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