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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 
В настоящих методических указаниях рассмотрены вопросы, 

соответствующие первому семестру заочной  индивидуальной формы 

обучения, дается теоретический материал для подготовки к решению задач 

из контрольных работ № 1 и № 2 с подробным разбором примеров из 

указанных контрольных. 

Настоящие методические указания написаны для помощи студентам 

заочной  индивидуальной формы обучения в решении заданий, а также для 

лучшего усвоения ими теоретического материала по указанным темам. 

Хотя задания для контрольных работ приведены в соответствующей 

методичке, здесь приводятся формулировки примеров, таблицы контрольных 

заданий и список экзаменационных вопросов. Далее следует подробный 

разбор каждого примера. 

Для более детального и глубокого изучения материала по теме 

«Интегральное исчисление» авторы рекомендуют студентам изучить 

литературу, приведенную в библиографическом списке. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Çàäà÷è äëÿ êîíòðîëüíûõ çàäàíèé

1. Ýëåìåíòû ëèíåéíîé àëãåáðû è àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè

11-20. Äàíû êîîðäèíàòû âåðøèí ïèðàìèäû A1 A2 A3 A4. Íàéòè:

1) äëèíó ðåáðà A1 A2; 2) óãîë ìåæäó ðåáðàìè A1A2 è A1A4; 3) óãîë ìåæ�

äó ðåáðîì A1A4 è ãðàíüþ A1A2A3; 4) ïëîùàäü ãðàíè A1A2A3; 5) îáúåì

ïèðàìèäû; 6) óðàâíåíèå ïðÿìîé A1A2; 7) óðàâíåíèå ïëîñêîñòè A1A2A3;

8) óðàâíåíèå âûñîòû, îïóùåííîé èç âåðøèíû A4 íà ãðàíü A1A2A3. Ñäå�

ëàòü ÷åðòåæ.

11. A1(4; 2; 5), A2(0; 7; 2), A3(0; 2; 7), A4(1; 5; 0).

12. A1(4; 4; 10), A2(4; 10; 2), A3(2; 8; 4), A4(9; 6; 9).

13. A1(4; 6; 5), A2(6; 9; 4), A3(2; 10; 10), A4(7; 5; 9).

14. A1(3; 5; 4), A2(8; 7; 4), A3(5; 10; 4), A4(4; 7; 8).

15. A1(10; 6; 6), A2(−2; 8; 2), A3(6; 8; 9), A4(7; 10; 3).

16. A1(1; 8; 2), A2(5; 2; 6), A3(5; 7; 4), A4(4; 10; 9).

17. A1(6; 6; 5), A2(4; 9; 5), A3(4; 6; 11), A4(6; 9; 3).

18. A1(7; 2; 2), A2(5; 7; 7), A3(5; 3; 1), A4(2; 3; 7).

19. A1(8; 6; 4), A2(10; 5; 5), A3(5; 6; 8), A4(8; 10; 7).

20. A1(7; 7; 3), A2(6; 5; 8), A3(3; 5; 8), A4(8; 4; 1).

21. Óðàâíåíèå îäíîé èç ñòîðîí êâàäðàòà: x + 3y − 5 = 0. Ñîñòàâèòü

óðàâíåíèå òðåõ îñòàëüíûõ ñòîðîí êâàäðàòà, åñëè òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ åãî

äèàãîíàëåé (−1, 0).
22. Äàíû óðàâíåíèÿ îäíîé èç ñòîðîí ðîìáà: x − 3y + 10 = 0 è îäíîé

èç åãî äèàãîíàëåé: x + 4y − 4 = 0; äèàãîíàëè ðîìáà ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå

(0, 1). Íàéòè óðàâíåíèÿ îñòàëüíûõ ñòîðîí ðîìáà.

23. Óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí ïàðàëëåëîãðàììà: x+2y+2 = 0 è x+y−4 =

0, à óðàâíåíèå îäíîé èç åãî äèàãîíàëåé: x − 2 = 0. Íàéòè êîîðäèíàòû

âåðøèí ïàðàëëåëîãðàììà.

24. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà: A(−3, 3) è B(5,−1) è òî÷êà

D(4, 3) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ âûñîò òðåóãîëüíèêà. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ åãî

ñòîðîí.

25. Äàíû âåðøèíû A(−3,−2), B(4,−1), C(1, 3) òðàïåöèè ABCD (AD
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ïàðàëëåëüíî BC). Èçâåñòíî, ÷òî äèàãîíàëè òðàïåöèè âçàèìíî ïåðïåíäèêó�

ëÿðíû. Íàéòè êîîðäèíàòû âåðøèíû D ýòîé òðàïåöèè.

26. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà 5x+4y+15 = 0 è 4x+

y − 9 = 0. Åãî ìåäèàíû ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå (0, 2). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå

òðåòüåé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà.

27. Äàíû äâå âåðøèíû òðåóãîëüíèêà : A(2,−2) è B(3,−1) è òî÷êà

P (1, 0) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà ABC. Ñîñòàâèòü óðàâíå�

íèå âûñîòû òðåóãîëüíèêà, ïðîâåäåííîé ÷åðåç òðåòüþ âåðøèíó C.

28. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ âûñîò òðåóãîëüíèêà : x + y = 4 è y = 2x è

îäíà èç åãî âåðøèí A(0, 2). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ñòîðîí òðåóãîëüíèêà.

29. Äàíû óðàâíåíèÿ äâóõ ìåäèàí òðåóãîëüíèêà : x − 2y + 1 = 0 è

y − 1 = 0 è îäíà èç åãî âåðøèí (1, 3). Ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ åãî ñòîðîí.

30. Äâå ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà çàäàíû óðàâíåíèÿìè : 5x−2y−8 = 0 è

3x−2y−8 = 0, à ñåðåäèíà òðåòüåé ñòîðîíû ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò.

Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ýòîé ñòîðîíû.

31. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò

íà÷àëà êîîðäèíàò è îò òî÷êè A(5, 0) îòíîñèòñÿ êàê 2 : 1.

32. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò

òî÷êè A(−1, 0) âäâîå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ å¼ îò ïðÿìîé x = −4.
33. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò

òî÷êè A(2, 0) è îò ïðÿìîé 5x+ 8 = 0 îòíîñèòñÿ êàê 5 : 4.

34. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé íàõîäèòñÿ âäâîå

äàëüøå îò òî÷êè A(4, 0), ÷åì îò òî÷êè B(1, 0).

35. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò

òî÷êè A(2, 0) è îò ïðÿìîé 2x+ 5 = 0 îòíîñèòñÿ êàê 4 : 5.

36. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, ðàññòîÿíèå êàæäîé òî÷êè êîòîðîé îò

òî÷êè A(3, 0) âäâîå ìåíüøå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè B(26, 0).

37. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé îäèíàêîâî óäà�

ëåíà îò òî÷êè A(0, 2) è îò ïðÿìîé y − 4 = 0.

38. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé ðàâíîîòñòîèò

îò îñè îðäèíàò è îò îêðóæíîñòè x2 + y2 = 4x.

39. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé ðàâíîóäàëåíà

îò òî÷êè A(2, 6) è îò ïðÿìîé y + 2 = 0.
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40. Ñîñòàâèòü óðàâíåíèå ëèíèè, êàæäàÿ òî÷êà êîòîðîé îòñòîèò îò òî÷�

êè A(−4, 0) âòðîå äàëüøå, ÷åì îò íà÷àëà êîîðäèíàò.

2. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç

Çàäàíèÿ 41-50. Íàéòè ïðåäåëû ôóíêöèé, íå ïîëüçóÿñü ïðàâèëîì Ëî�

ïèòàëÿ.

41. à) lim
x→∞

1− 2x

3x− 2
; á) lim

x→0

√
1 + x−

√
1− x

3x
;

â) lim
x→0

1− cos(x)

5x2
; ã) lim

x→∞

(x+ 3

x− 2

)x
.

42. à) lim
x→∞

x3 + 1

2x3 + 1
; á) lim

x→7

√
2 + x− 3

x− 7
; â) lim

x→0

sin(3x)

5x
; ã) lim

x→∞

(2x− 1

2x+ 1

)x
.

43. à) lim
x→∞

2x3 + x2 − 5

x3 + x− 2
; á) lim

x→1

x−
√
x

x2 − 1
;

â) lim
x→0

√
1− cos(2x)

x
; ã) lim

x→∞

(4x+ 1

4x

)2x
.

44. à) lim
x→∞

3x4+x2−6
2x2−x+2

; á) lim
x→0

x√
1+3x−1

;

â) lim
x→0

5x

arctgx
; ã) lim

x→0
(1 + 2x)1/x.

45. à) lim
x→∞

2x2 + 6x− 5

5x2 − x− 1
; á) lim

x→0

1−
√
1− x2

x2
;

â) lim
x→0

cosx− cos3 x

x2
; ã) lim

x→∞
x(ln(x+ 1)− ln(x)).

46. à) lim
x→∞

3 + x+ 5x4

x4 − 12x+ 1
; á) lim

x→0

√
1 + 3x−

√
1− 2x

x+ x2
;

â) lim
x→0

x2ctg 2x

sin 3x
; ã) lim

x→∞
(2x+ 1)(ln(x+ 3)− lnx).

47. à) lim
x→∞

x− 2x2 + 5x4

2 + 3x2 + x4
; á) lim

x→0

√
1 + 3x2 − 1

x2 + x3
;

â) lim
x→0

1− cos 6x

1− cos 2x
; ã) lim

x→∞
(x− 5)(ln(x− 3)− lnx).

48. à) lim
x→∞

5x2 − 3x+ 1

3x2 + x− 5
; á) lim

x→3

√
2x− 1−

√
5

x− 3
;

â) lim
x→0

tg 2(x/2)

x2
; ã) lim

x→1
(7− 6x)x/(3x−3).
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49. à) lim
x→∞

7x4 − 2x3 + 2

x4 + 3
; á) lim

x→5

√
1 + 3x−

√
2x+ 6

x2 − 5x
;

â) lim
x→0

1− cos 4x

2xtg 2x
; ã) lim

x→2
(3x− 5)2x/(x

2−4).

50. à) lim
x→∞

8x5 − 3x2 + 9

2x5 + 2x2 + 5
; á) lim

x→2

x− 2√
2x− 2

;

â) lim
x→0

5x

tg 3x
; ã) lim

x→3
(3x− 8)2/(x−3).

51-60. Çàäàíû ôóíêöèÿ y = f(x) è äâà çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà x1, x2.

Òðåáóåòñÿ: 1) óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíîé èëè

ðàçðûâíîé äëÿ êàæäîãî èç äàííûõ çíà÷åíèé àðãóìåíòà; 2) â ñëó÷àå ðàçðû�

âà ôóíêöèè íàéòè åå ïðåäåëû â òî÷êå ðàçðûâà ñëåâà è ñïðàâà; 3) ñäåëàòü

ñõåìàòè÷åñêèé ÷åðòåæ.

51. f(x) = 91/(2−x), x1 = 0, x2 = 2.

52. f(x) = 41/(3−x), x1 = 1, x2 = 3.

53. f(x) = 121/x, x1 = 0, x2 = 2.

54. f(x) = 31/(4−x), x1 = 2, x2 = 4.

55. f(x) = 81/(5−x), x1 = 3, x2 = 5.

56. f(x) = 101/(7−x), x1 = 5, x2 = 7.

57. f(x) = 141/(6−x), x1 = 4, x2 = 6.

58. f(x) = 151/(8−x), x1 = 6, x2 = 8.

59. f(x) = 111/(4+x), x1 = −4, x2 = −2.
60. f(x) = 131/(5+x), x1 = −5, x2 = −3.

3. Ïðîèçâîäíàÿ è åå ïðèëîæåíèÿ

61�70. Íàéòè ïðîèçâîäíûå dy/dx äàííûõ ôóíêöèé .

61. à) y =
2
√
4x+ 3− 3√
x3 + x+ 1

; á) y = ecosx+3x;

â) y = ln(sin(2x+ 5)); ã) y = x
√
x.

62. à) y =
√
1− x2 cosx; á) y = 4 sin x/ cos2 x;

â) y = tg (e2x); ã) y = x1/x.

63. à) y = x
√
1 + x2; á) y = tg 22x;

â) y = arcsin(
√
1− 3x); ã) y = xlnx.

64. à) y = 3/
√
3− 4x+ 5x2; á) y = sinx− x cosx;

â) y = x5lnx; ã) y = xtgx.
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65. à) y = x/
√
4− x2; á) y = sin2 x/(2 + 3 cos2 x);

â) y = xlnx/(x− 1); ã) y = (tgx)lnx.

66. à) y = 5
5
√
x3 + 1 + 1/x; á) y = tg 3(x2 + 1);

â) y = 3arctgx; ã) y = (arctgx)x.

67. à) y = 3
√
(1 + x2)/(1− x2); á) y = tg 2x+ ln cosx;

â) y = arctg (x/(1 +
√
1− x2)); ã) y = (x+ x2)x.

68. à) y =
√
x5 + 5x4 − 5; á) y = ln

√
(1− sinx)/(1 + sin x);

â) y = arctg lnx; ã) y = (sinx)lnx.

69. à) y = 5
√
x2 + x+ 1/x; á) y = 2xe−x;

â) y = arcsinx/
√
1− x2; ã) y = (cosx)x.

70. à) y =
√
x2 + 1 +

√
x3 + 1; á) y = tg 3x/3− tgx+ x;

â) y = arctg
√
3− x; ã) y = xcosx.

71-80. Íàéòè íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y = f(x)

íà îòðåçêå [a, b].

71. f(x) = x3 − 12x+ 7; [0, 3].

72. f(x) = x5 − 5
3x

3 + 2; [0, 2].

73. f(x) =
√
3
2 x+ cosx; [0,π/2].

74. f(x) = 3x4 − 16x3 + 2; [−3, 1].
75. f(x) = x3 − 3x+ 1; [1/2, 2].

76. f(x) = x4 + 4x; [−2, 2].
77. f(x) =

√
3
2 x− sinx; [0,π/2].

78. f(x) = 81x− x4; [−1, 4].
79. f(x) = 3− 2x2; [−1, 3].
80. f(x) = x− sinx; [−π,π].
81 � 90. Èññëåäîâàòü ìåòîäàìè äèôôåðåíöèàëüíîãî èñ÷èñëåíèÿ ôóíê�

öèè è, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ, ïîñòðîèòü åå ãðàôèê.

81. y =
4x

4 + x2
. 82. y =

x2 − 1

x2 + 1
. 89. y =

4x3

x3 − 1
.

83. y =
x2 + 1

x2 − 1
. 84. y =

x2

x− 1
. 90. y =

2− 4x2

1− 4x2
.

85. y =
x3

x2 + 1
. 86. y =

4x3 + 5

x
.

87. y =
x2 + 5

x− 3
. 88. y =

x4

x3 − 1
.
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4. Äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå ôóíêöèé íåñêîëüêèõ

ïåðåìåííûõ

91. Äàíà ôóíêöèÿ

z =
y

(x2 − y2)5
.

Ïîêàçàòü, ÷òî

1/x
∂z

∂x
+ 1/y

∂z

∂y
= z/y2.

92. Äàíà ôóíêöèÿ

z = y2/(3x) + arcsin(xy).

Ïîêàçàòü, ÷òî

x2
∂z

∂x
− xy

∂z

∂y
+ y2 = 0.

93. Äàíà ôóíêöèÿ

z = ln(x2 + y2 + 2x+ 1).

Ïîêàçàòü, ÷òî
∂2z

∂x2
+

∂2z

∂y2
= 0.

94. Äàíà ôóíêöèÿ

z = exy.

Ïîêàçàòü, ÷òî

x2
∂2z

∂x2
− 2xy

∂2z

∂x∂y
+ y2

∂2z

∂y2
+ 2xyz = 0.

95. Äàíà ôóíêöèÿ

z = ln(x+ e−y).

Ïîêàçàòü, ÷òî
∂z

∂x

∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂y

∂2z

∂x2
= 0.

96. Äàíà ôóíêöèÿ

z = x/y.

Ïîêàçàòü, ÷òî

x
∂2z

∂x∂y
− ∂z

∂y
= 0.
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97. Äàíà ôóíêöèÿ

z = xy.

Ïîêàçàòü, ÷òî

y
∂2z

∂x∂y
= (1 + ylnx)

∂z

∂x
.

98. Äàíà ôóíêöèÿ

z = xey/x.

Ïîêàçàòü, ÷òî

x2
∂2z

∂x2
+ 2xy

∂2z

∂x∂y
+ y2

∂2z

∂y2
= 0.

99. Äàíà ôóíêöèÿ

z = sin(x+ ay).

Ïîêàçàòü, ÷òî
∂2z

∂y2
= a2

∂2z

∂x2
.

100. Äàíà ôóíêöèÿ

z = cos y + (y − x) sin y.

Ïîêàçàòü, ÷òî

(x− y)
∂2z

∂x∂y
=

∂2z

∂y
.

101 � 110. Äàíû: ôóíêöèÿ z = f(x, y), òî÷êà A(x0, y0) è âåêòîð a.

1) Íàéòè grad(z) â òî÷êå A; 2) Ïðîèçâîäíóþ â òî÷êå A ïî íàïðàâëåíèþ a.

101. z = x2 + xy + y2; A(1; 1), a = 2i− j.
102. z = 2x2 + 3xy + y2; A(2; 1), a = 3i− 4j.

103. z = ln(x2 + 3y2); A(1; 1), a = 3i+ 2j.

104. z = ln(5x2 + 4y2); A(1; 1), a = 2i− j.
105. z = 5x2 + 6xy; A(2; 1), a = i+ 2j.

106. z = arctg (xy2); A(2; 3), a = 4i− 3j.

107. z = arcsin(x2/y2); A(1; 2), a = 5i− 12j.

108. z = ln(3x2 + 4y2); A(1; 3), a = 2i− j.
109. z = 3x4 + 2x2y3; A(−1; 2), a = 4i− 3j.

110. z = 3x2y2 + 5y2x; A(1; 1), a = 2i+ j.
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5. Íåîïðåäåëåííûé è îïðåäåëåííûé èíòåãðàëû

111 � 120. Íàéòè íåîïðåäåëåííûå èíòåãðàëû. Â äâóõ ïåðâûõ ïðèìåðàõ

(ï. à è á) ïðîâåðèòü ðåçóëüòàòû äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

111. à)

∫
esin

2 x sin 2xdx; á)

∫
arctg

√
xdx;

â)

∫
dx

x3 + 8
; ã)

∫
dx

1 + 3
√
x+ 1

.

112. à)

∫
xdx

(x2 + 4)6
; á)

∫
exln(1 + 3ex)dx;

â)

∫
2x2 − 3x+ 1

x3 + 1
dx; ã)

∫
dx

sinx+ tgx
.

113. à)

∫
x3dx√
1− x8

; á)

∫
x3xdx;

â)

∫
(3x− 7)dx

x3 + 4x2 + 4x+ 16
; ã)

∫
dx

√
x+ 3 + 3

√
(x+ 3)2

.

114. à)

∫
dx

cos2 x(3tgx+ 1)
; á)

∫
x arcsinx√

1− x2
dx;

â)

∫
dx

x3 + x2 + 2x+ 2
; ã)

∫
x2 +

√
1 + x

3
√
1 + x

dx.

115. à)

∫
cos 3xdx

4 + sin 3x
; á)

∫
x2e3xdx;

â)

∫
x2dx

x3 + 5x2 + 8x+ 4
; ã)

∫
cosxdx

1 + cos x
.

116. à)

∫
sinxdx
3√
cos2 x

; á)

∫
x arcsin(1/x)dx;

â)

∫
(x+ 3)dx

x3 + x2 − 2x
; ã)

∫
( 4
√
x+ 1)dx

(
√
x+ 4)

4√
x3
.

117. à)

∫
(x+ arctgx)dx

1 + x2
; á)

∫
xln(x2 + 1)dx;

â)

∫
(x3 − 3)dx

x4 + 5x2 + 6
; ã)

∫ √
x+ 5dx

1 + 3
√
x+ 5

.

118. à)

∫
arctg

√
xdx√

x(1 + x)
; á)

∫
x sinx cosxdx;

â)

∫
x2dx

x4 − 81
; ã)

∫
dx

3 cosx+ 4 sinx
.
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119. à)

∫
sinxdx

3
√
3 + 2 cosx

; á)

∫
x2 sin 4xdx;

â)

∫
(x2 − x+ 1)dx

x4 + 2x2 − 3
; ã)

∫
(
√
x− 1)( 6

√
+1)dx

3√
x2

.

120. à)

∫ 3
√
4 + lnxdx

x
; á)

∫
x2ln2xdx;

â)

∫
(x3 − 6)dx

x4 + 6x2 + 8
; ã)

∫
dx

2 sinx+ cosx+ 2
.

121 � 130. Âû÷èñëèòü íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë èëè äîêàçàòü åãî ðàñõî�

äèìîñòü.

121.

∫ +∞

0
xe−x

2
dx. 122.

∫ −3
−∞

dx

(x2 + 1)2
.

123.

∫ +∞

−1

dx

x2 + x+ 1
. 124.

∫ 1

0

x2dx√
1− x3

.

125.

∫ 2

1

dx

(x− 1)2
. 126.

∫ 2

−3

dx

(x+ 3)2
.

127.

∫ +∞

2

dx

xlnx
. 128.

∫ 3

0

dx

(x− 2)2
.

129.

∫ 4

0

dx

(x− 3)2
. 130.

∫ +∞

−∞

dx

x2 + 4x+ 5
.

131. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëîé y = 3x2+1

è ïðÿìîé y = 3x+ 7.

132. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé îäíîé àðêîé öèêëîè�

äû x = a(t− sin t), y = a(1− cos t) (0 ≤ t ≤ 2π) è îñüþ Ox.

133. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êàðäèîèäîé r = 3(1+

cosϕ).

134. Âû÷èñëèòü ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ÷åòûðåõëåïåñòêîâîé

ðîçîé r = 4 sin 2ϕ.

135. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Ox

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïàðàáîëàìè y = x2 è y =
√
x.

136. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Ox

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ïîëóýëëèïñîì y = 3
√
1− x2, ïàðàáîëîé y =

√
1− x

è îñüþ Oy.

137. Âû÷èñëèòü îáúåì òåëà, îáðàçîâàííîãî âðàùåíèåì âîêðóã îñè Oy

ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé êðèâûìè y = 2/(1 + x2) è y = x2.
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138. Âû÷èñëèòü äëèíó äóãè ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû y =
√
(x− 2)3

îò òî÷êè A(2; 0) äî òî÷êè B(6; 8).

139. Âû÷èñëèòü äëèíó êàðäèîèäû r = 3(1− cosϕ).

140. Âû÷èñëèòü äëèíó îäíîé àðêè öèêëîèäû x = 3(t − sin t), y =

3(1− cos t) (0 ≤ t ≤ 2π).

Òàáëèöû êîíòðîëüíûõ çàäàíèé

Â ïåðâîì ñåìåñòðå ñòóäåíòû âûïîëíÿþò êîíòðîëüíóþ ðàáîòó � 1 .

Âî âòîðîì ñåìåñòðå ñòóäåíòû âûïîëíÿþò êîíòðîëüíóþ ðàáîòó � 2.

Âàðèàíò Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 1

1 11 21 31 41 51 61

2 12 22 32 42 52 62

3 13 23 33 43 53 63

4 14 24 34 44 54 64

5 15 25 35 45 55 65

6 16 26 36 46 56 66

7 17 27 37 47 57 67

8 18 28 38 48 58 68

9 19 29 39 49 59 69

10 20 30 40 50 60 70

Âàðèàíò Êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà � 2

1 71 81 91 101 111 121 131

2 72 82 92 102 112 122 132

3 73 83 93 103 113 123 133

4 74 84 94 104 114 124 134

5 75 85 95 105 115 125 135

6 76 86 96 106 116 126 136

7 77 87 97 107 117 127 137

8 78 88 98 108 118 128 138

9 79 89 99 109 119 129 139

10 80 90 100 110 120 130 140
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Ïðàâèëà îôîðìëåíèÿ êîíòðîëüíûõ ðàáîò

Ïðè âûïîëíåíèè êîíòðîëüíûõ ðàáîò íàäî ñòðîãî ïðèäåðæèâàòüñÿ óêà�

çàííûõ íèæå ïðàâèë. Ðàáîòû, âûïîëíåííûå áåç ñîáëþäåíèÿ ýòèõ ïðàâèë

íå çà÷èòûâàþòñÿ è âîçâðàùàþòñÿ ñòóäåíòó äëÿ ïåðåðàáîòêè.

1. Êàæäàÿ êîíòðîëüíàÿ ðàáîòà âûïîëíÿåòñÿ â îòäåëüíîé òåòðàäè ÷åð�

íèëàìè ëþáîãî öâåòà, êðîìå êðàñíîãî. Â ðàáîòå ñëåäóåò îñòàâëÿòü ïîëÿ

äëÿ çàìå÷àíèé ðåöåíçåíòà.

2. Íà îáëîæêå òåòðàäè äîëæíû áûòü ÿñíî íàïèñàíû ôàìèëèÿ ñòóäåí�

òà, åãî èíèöèàëû, ó÷åáíûé íîìåð (øèôð), íîìåð êîíòðîëüíîé ðàáîòû, íà�

çâàíèå äèñöèïëèíû; çäåñü æå ñëåäóåò óêàçàòü äàòó îòñûëêè ðàáîòû â èí�

ñòèòóò è ïî÷òîâûé àäðåñ ñòóäåíòà. Â êîíöå ðàáîòû ñëåäóåò ïîñòàâèòü äàòó

åå âûïîëíåíèÿ è ðàñïèñàòüñÿ.

3. Â ðàáîòó äîëæíû áûòü âêëþ÷åíû âñå çàäà÷è, óêàçàííûå â çàäàíèè, â

ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëîæåííûì âàðèàíòîì. Êîíòðîëüíûå ðàáîòû, ñîäåðæàùèå

íå âñå çàäàíèÿ, à òàêæå çàäàíèÿ íå ñâîåãî âàðèàíòà, íå çà÷èòûâàþòñÿ.

4. Ðåøåíèÿ çàäà÷ íàäî ðàñïîëàãàòü â ïîðÿäêå íîìåðîâ, óêàçàííûõ â

çàäàíèÿõ, ñîõðàíÿÿ íîìåðà çàäà÷.

5. Ïåðåä ðåøåíèåì êàæäîé çàäà÷è íàäî âûïèñàòü ïîëíîñòüþ åå óñëî�

âèå.

6. Ðåøåíèÿ çàäà÷ ñëåäóåò èçëàãàòü ïîäðîáíî è àêêóðàòíî, îáúÿñíÿÿ

âñå äåéñòâèÿ ïî õîäó ðåøåíèÿ è äåëàÿ íåîáõîäèìûå ÷åðòåæè.

7. Ïîñëå ïîëó÷åíèÿ ïðîðåöåíçèðîâàííîé ðàáîòû ñòóäåíò äîëæåí èñ�

ïðàâèòü â íåé âñå îòìå÷åííûå ðåöåíçåíòîì îøèáêè.

8. Ê ñäà÷å çà÷åòà èëè ýêçàìåíà äîïóñêàþòñÿ òîëüêî òå ñòóäåíòû, ó

êîòîðûõ çà÷òåíû êîíòðîëüíûå ðàáîòû.

Ñïèñîê îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ,
èçó÷àåìûõ â ïåðâîì ñåìåñòðå

1. Îïðåäåëèòåëè âòîðîãî ïîðÿäêà. Ôîðìóëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ òðå�

òüåãî ïîðÿäêà ïóòåì ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðâîé ñòðîêå.

2. Ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ òî÷êàìè íà ïëîñêîñòè. Êîîðäèíàòû ñåðåäèíû

îòðåçêà.

3. Óðàâíåíèå ïðÿìîé: îáùåå è ñ óãëîâûì êîýôôèöèåíòîì.
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4. Óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç çàäàííóþ òî÷êó, ñ çàäàííûì óãëî�

âûì êîýôôèöèåíòîì; óðàâíåíèå ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç äâå çàäàííûå

òî÷êè.

5. Óñëîâèÿ ïàðàëëåëüíîñòè è ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìûõ.

6. Îêðóæíîñòü. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, èçîáðàæåíèå.

7. Ýëëèïñ. Êàíîíè÷åñêîå óðàâíåíèå, èçîáðàæåíèå.

8. Âåêòîðû. Îïðåäåëåíèå, ðàâåíñòâî, îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè.

9. Âåêòîðû i, j, k. Êîîðäèíàòû âåêòîðà, äåéñòâèÿ íàä âåêòîðàìè â êîîðäè�

íàòíîé ôîðìå, óñëîâèå êîëëèíåàðíîñòè.

10. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå: îïðåäåëåíèå, âûðàæåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû,

óñëîâèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè.

11. Âåêòîðíîå ïðîèçâåäåíèå: îïðåäåëåíèå, âûðàæåíèå ÷åðåç êîîðäèíàòû.

12. Îáùåå óðàâíåíèå ïëîñêîñòè, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë êîýôôèöèåíòîâ.

13. Êàíîíè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðÿìîé â ïðîñòðàíñòâå. Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë

êîýôôèöèåíòîâ.

14. Ïðåäåë ÷èñëîâîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

15. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëà ôóíêöèè.

16. Ïåðâûé è âòîðîé çàìå÷àòåëüíûå ïðåäåëû.

17. Îïðåäåëåíèå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè. Ïðèìåðû ðàçðûâíûõ ôóíêöèé.

18. Îïðåäåëåíèå ïðîèçâîäíîé. Å¼ ãåîìåòðè÷åñêèé è ôèçè÷åñêèé ñìûñë.

19. Ïðàâèëà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

20. Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ. Ïðèìåðû.

21. Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè. Ïðèìåðû.

Ñïèñîê îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ âîïðîñîâ,
èçó÷àåìûõ âî âòîðîì ñåìåñòðå

1. Âîçðàñòàíèå è óáûâàíèå ôóíêöèè.

2. Ýêñòðåìóì ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé, íåîáõîäèìîå óñëîâèå ýêñòðåìó�

ìà.

3. Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ýêñòðåìóìà ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé.

4. Ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ. ×àñòíûå ïðèðàùåíèÿ. ×àñòíûå ïðîèçâîä�

íûå.

5. ×àñòíûå ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà, òåîðåìà î ðàâåíñòâå ñìåøàííûõ
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17 

 

производных. 

6. Экстремумы функции двух переменных. Необходимое условие экстремума 

функции двух переменных. 

7. Градиент функции. 

8. Первообразная: определение, свойства. 

9. Неопределённый интеграл: определение, свойства. 

10. Таблица неопределённых интегралов. 

11. Замена переменной в неопределённом интеграле. 

12. Интегрирование по частям в неопределённом интеграле. 

13. Определённый интеграл: определение, геометрический смысл. 

14. Свойства определённого интеграла. Формула Ньютона-Лейбница. 

15. Интегрирование по частям в определённом интеграле. 

16. Замена переменной в определённом интеграле. 

17. Площадь плоской фигуры. 

 

 

 

 

 

 

НЕОБХОДИМЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ, ФОРМУЛЫ  

И ВЫРАЖЕНИЯ. 

 

В этом разделе в виде краткого справочника приведены теоретические 

материалы, необходимые для решения контрольных работ за первый семестр. 

 

Определителем второго порядка называют число, вычисляемое по 

следующему правилу: 

      

a b
ad bc

c d
   .                                                (1) 

Определителем третьего порядка называют число, вычисляемое по 

следующему правилу: 
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11 12 13

22 23 21 23 21 22

21 22 23 11 12 13

32 33 31 33 31 32

31 32 33

a a a
a a a a a a

a a a a a a
a a a a a a

a a a

  
     (2) 

Это же выражение называется «разложением определителя третьего 

порядка по первой строке». 

Длина отрезка AB   : 

     
2 2 2

B A B A B Ad x x y y z z        ,                          (3) 

где , ,A A Ax y z  - координаты точки  A  , а , ,B B Bx y z  - координаты точки B  

соответственно.   

Общее уравнение прямой на плоскости: 

    0ax by c    .                                                     (4) 

Уравнение прямой с угловым коэффициентом:     

  y kx b   .                                                      (5)  

Здесь   k   - угловой коэффициент, равный тангенсу угла наклона прямой к 

оси  x   : 

k tg , 

а параметр  b   равен отрезку, отсекаемому прямой на оси   y  . 

Условия параллельности и перпендикулярности прямых: 

Если прямая 
1l   параллельна прямой  

2l   , то их угловые 

коэффициенты равны: 

1 2k k  .                                                     (6) 

Если прямая  
1l  перпендикулярна  прямой  

2l  , то их угловые 

коэффициенты связаны соотношением: 

2

1

1
k

k
   .                                               (7) 
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Уравнение прямой   1 2A A    , проходящей через две заданные точки  

 1 1 1,A x y   и   2 2 2,A x y  : 

   
1 1

2 1 2 1

.
x x y y

x x y y

 


 
                                               (8) 

Уравнение прямой  1 2A A  , проходящей через данную точку  

 0 0 0,M x y    с данным угловым коэффициентом  k  :  

   0 0 .y y k x x                                             (9) 

 

Вектор – это направленный отрезок прямой, обозначается  .AB a     

Длиной или модулем вектора AB a   называется длина отрезка AB  

и обозначается .AB a d       

Координатами вектора  AB a    называется тройка чисел:   

  

,

x B A

y B A

z B A

a x x

a y y

a z z

 

 

 
                                                          (10) 

и вектор через координаты обозначается: 

 , ,x y za a a a .
 

Скалярным произведением векторов  a   и b    называется число, 

равное произведению длин этих векторов на косинус угла между ними    

cosa b a b       , 

где     -  угол между векторами  a    и    b   . 
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Через координаты вектора скалярное произведение находится по 

формуле: 

 x x y y z za b a b a b a b      ,                                            (11) 

где  , ,x y za a a   - координаты вектора   a  ,    , ,x y zb b b   - координаты 

вектора   b   .  

Угол между векторами   a    и    b    находится по формуле: 

 
cos .

a b

a b





                                                                (12)  

Векторным произведением векторов a   и  b   называется новый 

вектор  c  ,  удовлетворяющий трем условиям: 

1)   sinc a b    ;
 

2)  вектор  c  перпендикулярен плоскости, в которой расположены    

векторы  a   и  b  ; 

3) направление вектора c  выбрано так, что наблюдатель, глядя с конца 

вектора c  на плоскость, в которой расположены векторы a   и  b , 

видит кратчайший поворот от первого сомножителя ко второму 

против часовой стрелки. 

Векторное произведение вектора a   на вектор   b   обозначают:   

a b   и вычисляют по формуле: 

       
,x y z

x y z

i j k

a b a a a

b b b

 
                                                       (13)   
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где , ,x y za a a   - координаты вектора   a  ,   , ,x y zb b b   - координаты вектора   

b    . 

Смешанное произведение векторов     a  , b   и   c    : 

  .

x y z

x y z

x y z

a a a

abc a b c b b b

c c c

   
                                 (14) 

Общее уравнение плоскости  в пространстве: 

 0Ax By Cz D      .                                           (15) 

Вектор  , ,n A B C   называется нормальным вектором плоскости 

или нормалью к плоскости. 

Уравнение плоскости, проходящей через три заданные точки: 

  

1 1 1

2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

0 ,

x x y y z z

x x y y z z

x x y y z z

  

   

  
                                        (16) 

где 1 1 1, ,x y z   - координаты точки   1A  ,    

 2 2 2, ,x y z   - координаты точки   2A  ,   

 3 3 3, ,x y z   - координаты точки   3A  .   

Каноническое уравнение прямой  в пространстве: 

0 0 0x x y y z z

m n p

  
   .                                               (17) 

Здесь    0 0 0 0, ,M x y z   - точка, лежащая на нашей прямой,  

 , ,M x y z  - произвольная точка на этой же прямой,   , ,S m n p  - 

направляющий вектор прямой. 
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Уравнение прямой в пространстве, проходящей через две точки 

 1 1 1 1, ,A x y z   и   2 2 2 2, ,A x y z  ,   находится по формуле:  

 
1 1 1

2 1 2 1 2 1

x x y y z z

x x y y z z

  
 

  
                                      (18)   

Угол между прямой и плоскостью находится по формуле:    

  2 2 2 2 2 2
sin

Am Bn Cp

A B C m n p


 


   
  ,                           (19) 

где   , ,A B C   - координаты  нормали к плоскости, а  , ,m n p   - координаты 

направляющего вектора прямой.  

Площадь параллелограмма, построенного на векторах  1 2A A   и  

1 3A A   , находится по формуле: 

  1 2 1 3 2 1 2 1 2 1

3 1 3 1 3 1

.п

i j k

S A A A A x x y y z z

x x y y z z

     

  
                 (20) 

Объём параллелепипеда, построенного на векторах    a  , b   и   c    

ищем по формуле:  

 

x y z

пар x y z

x y z

a a a

V b b b

c c c

 
  .                                              (21)  

Знак берётся так, чтобы объём  V   был положительным.  

Уравнение прямой, проходящей через данную точку перпендикулярно 

данной плоскости, ищется по формуле:  

 
0 0 0x x y y z z

A B C

  
   ,                                             (22) 
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где   0 0 0 0, ,M x y z   -  точка, через которую проходит прямая, а   , ,A B C   

координаты нормального вектора плоскости. 

Кривые второго порядка. 

Алгебраическое уравнение второй степени в общем виде: 

2 2 0Ax By Cxy Dx Ey F       

Возможны лишь следующие случаи: 

Уравнение не определяет ни одной точки на плоскости. Например: 

2 2 1 0 .x y    

Уравнение может определять одну точку на плоскости. Например, 

уравнение 

   
2 2

1 2 0x y     

определяет единственную точку (1, 2). 

Уравнение может определять две прямые. Например, уравнение 

  2 1 2 2 0y x y x      

определяет две параллельные прямые:    2 1 0 ;y x       2 2 0 .y x           

Уравнение может определять окружность:  

   
2 2 21 2 5 .x y     

Кроме того, уравнение может определять одну из кривых: эллипс, 

гиперболу или параболу, смещенную относительно начала координат и 

повернутую на некоторый угол. 

Каноническое уравнение эллипса:  

    

2 2

2 2
1.

x y

a b
                                                        (23) 

Каноническое уравнение гиперболы:  

2 2

2 2
1.

x y

a b
                                                     (24) 

Каноническое уравнение параболы:  
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2 2 .y px                                                     (25) 

Определение 1. Число  A   называется пределом функции    y f x      

при  x   , стремящемся к  a    , если для любого  0    можно указать такое   

0     , что для всех  x  ,  удовлетворяющих условию  0 ,x a         

будет выполняться неравенство: 

 0 .f x A     

Тот факт, что число  A     является пределом функции     y f x       при  

x   , стремящемся к  a     , записывается следующим образом: 

 lim
x a

f x A


  

Определение 2. Число  1A   называется пределом функции    y f x   

слева   при  x   , стремящемся к  a    , если для любого  0    можно 

указать такое   0     , что для всех  x  ,  удовлетворяющих условию  

 ,x a a       будет выполняться неравенство: 

  10 .f x A     

Тот факт, что число  1A     является пределом функции     y f x   слева    

при  x   , стремящемся к  a     , записывается следующим образом: 

  1
0

lim .
x a

f x A
 

  

Определение 3. Число  2A   называется пределом функции   

 y f x   справа   при  x   , стремящемся к  a    , если для любого  0    

можно указать такое   0     , что для всех  x  ,  удовлетворяющих условию  

 , ,x a a        будет выполняться неравенство: 
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  10 .f x A     

Тот факт, что число  2A     является пределом функции     y f x   слева    

при  x   , стремящемся к  a     , записывается следующим образом: 

  2
0

lim .
x a

f x A
 

  

Первый замечательный предел: 

    0

sin
lim 1.
x

x

x


                                                         (26)  

Второй замечательный предел: 

             

1
lim 1 .

x

x
e

x

 
  

 
                                              (27)   

Приведём ещё два важных предела, которые понадобятся при решении 

примеров: 

lim 0
x

A

x
   ,                                                     (28) 

0
lim

A

 
   .                                                 (29) 

Здесь   A   - любое число. 

Определение 4. Функция    y f x   называется непрерывной в 

точке   x a    , если существует конечный предел функции в этой точке и 

он равен значению функции в этой точке: 

   lim .
x a

f x A f a


   

Если предел не существует, или не равен значению функции в данной 

точке, или равен бесконечности (хотя бы один из пределов слева или справа), 

то функция в этой точке имеет разрыв. 
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Определение 5. Точка разрыва называется точкой разрыва первого 

рода, если существуют конечные пределы слева и справа. 

Определение 6. Точка разрыва называется точкой разрыва второго 

рода, если хотя бы один из односторнних пределов (слева или справа) не 

существует или равен бесконечности. 

Сложная производная вычисляется по формуле: 

         .x u xf u x f u u                                                     (30) 

Теорема 1. Если дифференцируемая на интервале    ,a b     функция   

 y f x    возрастает (убывает), то       0 0f x f x    .         

Верно и обратное: если        0 0f x f x      то функция   

 y f x    возрастает (убывает). 

Теорема 2. Если дифференцируемая функция    y f x    имеет 

экстремум в точке   0x   , то её производная в этой точке равна нулю:    

 0 0 .f x   

Теорема 3. Если непрерывная функция    y f x  

дифференцируема в некоторой окрестности точки   0x   и при переходе через 

неё (слева направо)  производная    f x   меняет знак с плюса на минус, то 

точка   0x   есть точка максимума, с минуса на плюс – точка минимума. 

Теорема 4. Если в точке   0x   первая производная функции   

 y f x  равна нулю:   0 0f x   , а вторая производная в точке   0x   

существует и отлична от нуля, то при   0 0f x     в точке   0x   функция 
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 y f x    имеет максимум, а при   0 0f x     в точке   0x   функция 

 y f x    имеет минимум. 

Другими словами, если    0 0f x    , то функция вогнута; если  

 0 0f x   , то функция выпукла.    

Определение 7. Число  M   называется наибольшим значением 

функции    y f x   на отрезке    ,a b  , если для всех     ,x a b   

выполняется неравенство       .f x M    

Аналогично, число  N   называется наименьшим значением функции   

 y f x   на отрезке    ,a b  , если для всех     ,x a b   выполняется 

неравенство     f x N    

Наибольшее и наименьшее значения функции достигаются в точках 

экстремума или на концах промежутка.  

Определение 8. Асимптотой кривой называется прямая, расстояние до 

которой от точки, лежащей на кривой, стремится к нулю при неограниченном 

удалении от начала координат этой точки по кривой. 

Если      , ,x t dx t dt     то имеем формулу 

интегрирования подстановкой для неопределённого интеграла :        

                 .f x dx f t t dt                                    (31) 

Универсальная тригонометрическая подстановка:          

2

2

2 2

2
, ,

2 1

2 1
sin , cos .

1 1

x
tg t dx dt

t

t t
x x

t t

 



 

 

                               (32) 
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Определение 9. Функция     F x     называется первообразной к     

 y f x     , если        F x f x    .     

Теорема 5 (Формула Ньютона – Лейбница). Если функция   

 y f x  непрерывна  на отрезке    ,a b   и     F x   -  какая-либо её 

первообразная на    ,a b    то имеет место формула: 

                   
     

b

a

f x dx F b F a        

            

 

 

 

 

КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА №1 

 

Примеры №№ 11-20 

Даны координаты вершин пирамиды   1 2 3 4A A A A  :     1 1,2, 3A   ,  

 2 2, 1,3A   ,   3 1,4,0A   ,    4 1,5,8A    .    

1. Длину ребра    1 2A A      находим, используя формулу   (3), как расстояние 

между двумя точками: 

     
2 2 2

1 2 2 1 2 1 2 1 .A A x x y y z z       

Так как       1 1,2, 3A      2 2, 1,3A     , то 

        
22 2

1 2 2 1 1 2 3 3 1 9 36 46 .A A ед             

2. Найдём угол между ребрами  1 2A A    и  1 4A A   .  
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Сначала вычисляем  координаты векторов  по формуле  (10): 

   1 2 2 1 2 1 2 1, , 1, 3,6 ;A A x x y y z z       

   1 4 4 1 4 1 4 1, , 2,3,11A A x x y y z z          , 

а затем их скалярное произведение, используя формулу (11): 

   1 2 1 4 1 2 3 3 6 11 55.A A A A           

Длина ребра   1 2A A
    вычислена в п.1    1 2 46 6,8A A ед      . 

Вычислим длину ребра  1 4A A    аналогично.  

       
2 2 2

1 4 1 1 5 2 8 3 4 9 121 134 11,6 .A A ед           

Длина ребра  1 2A A    совпадает с длиной вектора   1 2A A    , а длина ребра  

1 4A A    совпадает с длиной вектора  1 4A A   . Подставим полученные данные 

в формулу   (12):   

1 2 1 4

1 2 1 4

55
cos 0,7 .

46 134

A A A A

A A A A



  


 

Окончательно получаем: 

 0,7 0,7954 .arccos    

3. Угол между ребром   1 4A A    и гранью   1 2 3A A A   . Для начала запишем 

уравнение прямой  1 4A A   , используя формулу (17). Направляющим 

вектором может быть вектор, соединяющий две точки на прямой, 

например,  1 4A A   . Из пункта 2 возьмем координаты этого вектора:  

 1 4 2,3,11A A     . 

Таким образом,    2, 3, 11m n p      .  

Окончательно уравнение прямой  1 4A A     имеет вид: 
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1 2 3

2 3 11

x y z  
 

 .
 

Составим уравнение плоскости  1 2 3A A A   , пользуясь формулой   (16). 

     

        

1 2 3
3 6 1 6 1 3

1 3 6 1 2 3
2 3 0 3 0 2

0 2 3

1 9 12 2 3 0 3 2 0

17 3 2 29 0

x y z

x y z

x y z

x y z

  
 

       

          

    

 

Угол между прямой   и плоскостью определяется по формуле (19): 

Подставляя в неё наши данные, получаем: 

     

     

2 2 2 2 2 2

2 2 22 2 2

sin

17 2 3 3 2 11
0,23 .

17 3 2 2 3 11

Am Bn Cp

A B C m n p


 
 

   

       
 

       

 

Таким образом, 

arcsin(0,23) 0,232 .    

 

4. Площадь грани  1 2 3A A A    -   1 2 3A A AS     - это площадь треугольника, 

построенного на векторах  1 2A A   ; и  1 3A A   . Площадь треугольника равна 

половине площади параллелограмма, построенного на этих же векторах: 

1 2 3 1 2 1 3

1
.

2
A A AS A A A A 

 

 

Для вычисления площади найдем: 
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1) координаты векторов  1 2A A    и    1 3A A    (см. п.2) : 

   1 2 2 1 2 1 2 1, , 1, 3,6A A x x y y z z     
,
 

   1 3 3 1 3 1 3 1, , 0,2,3A A x x y y z z    
.
 

2) векторное произведение   1 2 1 3A A A A  ,  пользуясь формулой (13) : 

1 2 1 3

3 9 1 6 1 3
1 3 6

2 3 0 3 0 2
0 2 3

27 3 2 .

i j k

A A A A i j k

i j k

 
      

   

 

3) длину векторного произведения  1 2 1 3A A A A   по формуле (3) : 

   
2 2 2

1 2 1 3 27 3 2 742 .A A A A        

Тогда площадь грани   

 
1 2 3

2

1 2 1 3

1 1
742 8,7 .

2 2
A A AS A A A A ед     

5. Объем пирамиды   1 2 3 4A A A A    равен 1 6⁄  объема параллелепипеда, 

построенного  на векторах  1 2A A
   ,   1 3A A  ,  1 4A A   . Находим координаты 

векторов  по формуле (10):   

   1 2 2 1 2 1 2 1, , 1, 3,6 ;A A x x y y z z       

   1 3 3 1 3 1 3 1, , 0,2,3 ;A A x x y y z z      

   1 4 4 1 4 1 4 1, , 2,3,11 .A A x x y y z z       

Объем параллелепипеда, построенного на векторах, равен 

смешанному произведению этих векторов  (формула  (14)): 
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 3

1 2 1 3 1 4

1 2 6

0 2 3 55 .

2 3 11

A A A A A A ед



 


 

Окончательно объем пирамиды 

   3 3

1 2 1 3 1 4

1 55
9,17 .

6 6
пирV A A A A A A ед ед    

6. Уравнение прямой    1 2A A   ищут по формуле  (18)   

1 1 1 .
x x y y z z

m n p

  
   

где   1 1 1, ,x y z   – координаты точки, через которую проходит прямая.  

В нашем примере это точка   1 1,2, 3A   ;   , ,S m n p       – координаты 

направляющего вектора прямой. 

У нас прямая проходит через две точки, тогда 

2 1 2 1 1,m x x      

2 1 1 2 3 ,n y y        

 2 1 3 3 6.p z z       

Итак, получим уравнение прямой  1 2A A   : 

1 2 3
.

1 3 6

x y z  
 


 

7. Уравнение плоскости   1 2 3A A A     было найдено в п.3: 

17 3 2 29 0 .x y z      

8. Уравнение высоты, опущенной из вершины  4A     на грань    1 2 3A A A    . 

Это фактически задача о нахождении уравнения прямой , проходящей 

через заданную точку   (вершина  4A   ) перпендикулярно заданной 

плоскости (плоскость  1 2 3A A A   ) .  Воспользуемся формулой (22): 
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0 0 0 .
x x y y z z

A B C

  
   

Подставляем координаты точки    4 1,5,8A    и    координаты  нормали 

плоскости   1 2 3A A A     17, 3,2n     , получаем  уравнение высоты: 

1 5 8
.

17 3 2

x y z  
 

 
 

9.  Чертёж. Вспоминаем косоугольную проекцию  (школьный курс) и 

рисуем как получится.  

 

 

 

 

Примеры №№ 21-30 

Рассмотрим один из вариантов задачи. 

Даны вершины   2, 3A  ,  9,4B  ,   6,8C   трапеции  ABCD    ,   

причём AD BC  . Известно, что диагонали трапеции взаимно 

перпендикулярны. Найти координаты  вершины   D   этой трапеции. 

Эта задача на тему «прямая на плоскости». Уравнение прямой  BC    

ищут, используя формулу (8): 

9 4
.

6 9 8 4

x y 


 
 

Преобразуем уравнение к общему виду прямой на плоскости (см. 

формулу (4)): 

4 3 48 0 .x y    

Уравнение стороны AD  пишется как уравнение прямой, проходящей 

через точку  A   параллельно стороне  BC  . Нам потребуется угловой 

коэффициент прямой  BC  . Проведём преобразования: 
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4 3 48 0 ,x y    

3 4 48 ,y x    

4 48
,

3

x
y

 
  

4 48
.

3 3
y x    

Посмотрев на формулу  (5), получаем,  что угловой коэффициент 

прямой   BC    
4

3
BCk    . По условию  параллельности сторон  (формула  

(6)): 

4
.

3
AD BCk k  

 

Далее, пользуясь формулой   (9), получаем: 

 
4

3 2 .
3

y x     

Снова приводим к виду (4): 

4 8
3 0 ,

3 3
y x     

упрощаем выражение, получаем ответ: 

4 3 17 0 .x y    

 

 

Примеры  №№  31-40 

Это задание  на тему «Кривые второго порядка». Как делается , 

разберем  на окружности. Дано: составить уравнение линии, каждая точка 

которой удалена от точки   5,1A   ровно на 6 единиц. Обозначим точку 
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нашей кривой    ,M x y  . Расстояние между двумя точками - это формула 

(3), записанная для плоскости:    

   
2 2

.M A M Ad x x y y     

Подставляем данные: 

   
2 2

5 1 6 ,x y     

возводим в квадрат: 

   
2 2 25 1 6 .x y     

У нас сразу получается каноническое уравнение окружности. В менее 

простой задаче надо провести ряд алгебраических преобразований и 

получить одно из уравнений: эллипса (формула  (23)), гиперболы ( формула  

(24)), параболы ( формула  (25)). 

 

 

 

Примеры №№ 41-50 

а)    

2

2

7 2
lim

9 3 4x

x x

x x

 

     

Прямая подстановка даёт неопределённость типа  
 
  

  .  Находим 

старшую степень переменной   x    и выносим соответствующее слогаемое за 

скобки: 

2

2 2 2

2
2

22

7 2 7 21 1
7 2

lim lim lim .
3 43 49 3 4

99
x x x

x
x x x x x x

x x
x

x xx x

  

 
        

   
   

 
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В последнем действии сократились  
2x   . Кроме того, слагаемые вида  

A

x
  при   x    стремятся к нулю (формула (28)).  То же верно и для   

2

A

x
  . Переходя к пределу, получаем: 

2

2

7 2
1

1
lim .

3 4 9
9

x

x x

x x



 



 
 

б)         

2

3

6 9 0
lim

3 0x

x x

x

   
    

  .  

При непосредственной подстановке получаем неопределённость вида  

0

0

 
 
 

 . Находим в числителе корни квадратного уравнения 1 2 3x x    , 

раскладываем числитель на множители, получаем: 

 
 

22

3 3 3

36 9
lim lim lim 3 0

3 3x x x

xx x
x

x x  

 
   

    . 

Ещё один вариант из этого пункта б): 

2

2

2 8 0
lim

2 0x

x

x

   
    

  . 

Опять неопределённость вида  
0

0

 
 
 

 . Домножаем  и числитель, и знаменатель 

на выражение, сопряжённое выражению с корнем, в нашем случае  на    

22 8 x    . Получаем: 
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  
     

  

  

  

 

 

2 2
2 2

2 2 22 2

2

2 2 22 2 2

2 8 2 82 8 4 8
lim lim lim

2 2 8 2 2 8 2

2 2 24
lim lim lim .

2 8 2 2 8 2 2 8

x x x

x x x

x xx x

x x x x x

x x xx

x x x x x

  

  

      
 

      

  
  

       

 

Переходим к пределу при  2x    : 

 

 

  22 2

2 2 2 4
lim 1

42 8 22 8
x

x

x


 
  

  
  . 

 

в) Задание на первый замечательный предел  (формула (26)) и 

тригонометрические формулы из программы средней школы. В качестве 

примера рассмотрим: 

 

  

0 0 0 0

0 0 0 0

sin5 cos sin5 5sin5
lim lim cos lim limcos

5

sin5 sin5
lim5 limcos 5lim limcos .

5 5

x x x x

x x x x

x x x x
x x

x x x

x x
x x

x x

   

   

  

   
   

   

  

 

Первый предел равен единице по формуле (26), второй - тоже единице 

(прямая подстановка), окончательно предел равен  5 1 1 5.     

г) Это задание на второй замечательный предел  (формула (27)) и 

алгебраические преобразования из курса средней школы. Рассмотрим : 

5
lim

1

x

x

x

x

 
 

 
 . 

Обозначим   1x y   , тогда   5 6x y     ,  1x y    . Подставляем: 
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1 1

1 1

5 6 6
lim lim lim

1

6 6 6
lim 1 lim 1 lim 1 .

y yx

x y y

y y

y y y

x y y

x y y y

y y y

 

  



  

     
       

     

     
         

     

 

 

Для получения последнего равенства использовали формулу   
m n m na a a    

и свойства пределов. Далее :  

 

   

1 6 1
6

6
1

6

6 6 6 6
lim 1 lim 1 lim 1 lim 1

6 6
lim 1 lim 1 .

y
y

y y y y

y

y y

y y y y

y y

   

 

       
            

       

 
              

 

   

 

Предел в первой скобке равен   e   по формуле (27), второй предел равен 

единице (прямая проверка), и окончательно предел равен  
6e    . 

 

 

Примеры  №№51-60 

Задана функция     
1

25xf x       и два её аргумента     1 1x     , 

2 2x      .  Требуется : 

1. Установить, является ли данная функция непрерывной или разрывной 

для каждого из данных значений аргумента. 



39 

 

2. В случае разрыва функции найти её пределы в точках разрыва слева и 

справа. 

3. Сделать схематический чертёж. 

Рассмотрим решение задачи. Подставляем в функцию значение 

аргумента   1 1x    : 

 
11

31 21 5 5f     . 

 

Найдём предел функции в этой точке : 

11

31 2

1
lim5 5
x




    . 

Предел функции существует и равен значению функции в этой точке.  Значит  

в данном случае разрыва нет (см. определение 4) Подставляя в функцию 

значение аргумента   2 2x    в степени получаем деление на ноль. В этой 

точке функция не существует. Найдём односторонние пределы  (см. 

определения 2 и 3, а также формулы (28) и (29)) : 

 

1 1

2 0 2 0

2 0
lim 5 5 5 0 ,

x

   

 
    

1 1

2 0 2 0

2 0
lim 5 5 5 .

x

  

 
  

 

 

Следовательно, в точке  
2 2x     имеется разрыв, и это разрыв второго рода 

(см. определение 6). 

Что касается чертежа, то это материал средней школы и здесь не 

рассматривается. 
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Примеры №№ 61-70 

Найти производные данных функций. Таблица производных и 

правила дифференцирования общедоступны и входят в школьный курс, так 

что здесь не приводятся. 

Первые три примера на дифференцирование сложной функции (см. 

формулу (30)) рассмотрены схематично. 

а)        

2

5
2 3

x
y

x


  ,    найти  y   . 

 

      
  

   

 

5 52 2
2

5 2
5

5 42

10

2 3 2 3

2 3 2 3

2 2 3 5 2 3 2
.

2 3

x x x xx
y

x x

x x x x

x

      
    

   

     




 

б)   

3

2

sin

1 cos

x
y

x


    ,    найти  y   . 

     

 

     

 

3 2 3 23

22
2

2 2 3

2
2

sin 1 cos sin 1 cossin

1 cos 1 cos

3sin cos 1 cos sin 0 2cos sin
.

1 cos

x x x xx
y

x x

x x x x x x

x

       
    

  

    




 

в)    

2
ln

x
y x

x


     ,    найти  y   .   
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 

 
2

2 2 2
ln ln ln

1 2 11 2
ln .

x x x
y x x x

x x x

x xx
x

x x x

                
   

   
   

    

г) Рассмотрим последний пример. 

Дано    s in
t g x

y x   , найти  y   . Для начала прологарифмируем  

исходную функцию по основанию  e  :     

   ln ln sin ln sin
tgx

y x tgx x     . 

Теперь вычислим производную от неявной функции (теорию – 

самостоятельно): 

        

   

 

1
ln ln sin ln sin

1 1
ln sin sin

cos sin

1 1
ln sin cos .

cos sin

y y tgx x tgx x
y

x tgx x
x x

x tgx x
x x

       

    

   

 

Находим   y   : 

 
1 1

ln sin cos
cos sin

y x tgx x y
x x

 
      

 
   . 

 

И окончательно, вместо  y    ставим его значение из условия задачи: 

   
1 1

ln sin cos sin
cos sin

tgx
y x tgx x x

x x

 
      

 
  . 

Это ответ. 
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КОНТРОЛЬНАЯ РАБОТА № 2 

Примеры  №№ 71-80 

Найти наибольшее и наименьшее значение функции     
2 10y x x          

на отрезке      1, 6   .      

Нам понадобятся теоремы 1-4 и определение 7. Находим производную 

от функции 

 2 10 2 10y x x x
       . 

Приравниваем её к нулю  (теорема 2)  

2 10 0y x        . 

Получаем корень  5x    . Находим значение функции в этой точке и на 

концах интервала (определение 7)   

        
2

1 1 10 1 1 10 9y               

         
2

2 5 10 5 25 50 25y                 

           
2

3 6 10 6 36 60 24y                

Таким образом, наибольшее значение достигается на левой границе 

интервала  11, 9x y    , наименьшее - в точке экстремума  

25, 25x y     . 

Примеры  №№ 81-90 

Исследование функции   y f x   . Понадобятся теоремы 1-4.  

План работы: 

1. Находим область допустимых значений. Другими словами, это те  x    , на 

которых задана наша функция. Например, для  lny x   это промежуток     
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 0,x   , а функция  

1

2
y

x



  в точке   2x    не существует, то есть   

   ,2 2,x      . 

2. Находим область определения функции, то есть промежуток задания 

переменной    y   . Например , для функции   
xy e   это  интервал   

 0,y    . 

3. Вычисляем производную от  y f x   , затем приравниваем её к нулю 

(теорема 2):        

  0 .y f x    

Получаем корни производной. 

Напомним, что корни функции – это те значения  x     , при которых 

функция пересекает ось   ox    . В этих точках функция меняет знак. Корней 

может быть несколько (у вас - не более трёх) или не быть вообще. 

4. Находим интервалы возрастания и убывания функции (теорема 1). 

5. Вычисляем вторую производную, приравниваем к нулю, находим корни.  

6. Находим промежутки выпуклости и вогнутости функции (теорема 4). 

7. Находим асимптоты(определение 8 ) по формулам: 

;y kx b   

 
lim ;
x

f x
k

x
  

  lim .
x

b f x kx


   

Заметим, что при    x    и   x    могут быть разные пределы. Вы 

с этим сталкивались в предыдущей контрольной. Таким образом, асимптот 

может быть несколько.       
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8. Смотрим п.1. Если есть точки разрыва (точки, где функция не существует), 

то надо найти пределы слева и справа в этой точке (определения 2 и 3).  

9. Собираем всё вместе и строим график. 

 

 

Примеры  №№91-100 

Нахождение частных производных первого и второго порядка. 

Дана функция    2lnz y x     , показать, что        

 

2 2

32
2

4
2 .

z z z z y

x y x y x y x

   
  

     
 

В задаче дана функция от двух переменных  x    и   y   . Соответственно 

имеются две производные . Они называются частными производными  от  

переменных  x    и   y  соответственно и обозначаются :    

z

x




   и    

.
z

y



  

При  нахождении частной производной по  x   надо помнить, что в этом 

случае переменная   y     считается постоянной. Итак,  

       2 2

2 2

1 2
ln

z x
y x y x

x x y x x y x

  
     

      .  

Аналогично, разыскивая производную по переменной   y      , переменную    

x     считаем постоянной. 

        2 2

2 2

1 1
ln

z
y x y x

y y y x y y x

  
     

       .  

Производных второго порядка у нас уже четыре. 
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Производная второго порядка от функции  z   по переменной x  :   

       

 

     

   

2 22

22 2
2

2 2

2 2
2 2

2 22

2 2 2 2 2
.

x y x x y xz z x

x x x x y x y x

y x x x y x

y x y x

          
     

        

    
 

 

 

Смешанная производная второго порядка по переменным  yx   : 

  
 

2
2

2

22
2

2 2
2 1 1 .

z z x x
x y x

y x y x y y x y x

     
          

         
       

Смешанная производная второго порядка по переменным  xy   :       

    
 

2
2

2

22
2

1 2
1 2 .

z z x
y x x

x y x y x y x y x

      
          

         
     

И последняя производная - производная второго порядка по переменной  y  :    

  
  

 

2
2

2

22 2
2

1 1
1

z z
y x

y y y y y x y x

      
         

        
  .  

Теперь просто подставляем и проверяем. 

 

    

     

2 2

2

2

2 2 32 2
2 2 2

2

2 2 1 2 2 4
2

z z z z

x y x y x

x x y x y

y x y xy x y x y x

   
 

    

 
      

    
 

   -   

что и требовалось доказать. 
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Примеры  №№ 101-110 

Дана функция   2 3z x xy     ,   точка    1,3A       и вектор   a i j            

Найти     grad z        в точке     1,3A          и производную по 

направлению      a       от функции     z     в точке      1,3A          . 

Напомним,  

  .
z z

grad z i j
x y

 
  
   

Вспоминаем предыдущую задачу и находим: 

          2 3 2 3
z

x xy y
x x

 
   

 
, 

          2 3 0 3 3
z

x xy x x
y y

 
     

    .      

Вычисляем эти производные при     1, 3 :x y      

 1,3

2 3 3 7
A

z

x 


    

   , 

 

 
1,3

3 1 3
A

z

y



   

      . 

Подставляем: 

 
 1,3

7 3
A

grad z i j


    . 

Производная по направлению находится по формуле: 

cos sin
z z z

e x y
 

  
 

      . 

Здесь e  - единичный вектор, имеющий то же направление, что и вектор  a  .   

Найдём его:     
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  
22

1 1
.

2 2 2 2 21 1

a i j i j i j
e i j

a

   
       

  
 

 

Направляющие косинусы являются координатами вектора    e   .   

1 1
cos , sin

2 2
   

  . 

Подставляя, получаем: 

1 1
.

2 2

z z z

e x y

  
 

    

Значения производных в точке мы уже вычислили раньше. Окончательно: 

 

 1,3

1 1 10
7 3

2 2 2A

z

e 


    

    . 

 

 

 

Примеры  №№ 111-120 

Вычисление неопределённых интегралов. Обширная тема, 

заслуживающая отдельного разговора, здесь - краткие подсказки: 

а) пример на замену переменных (формула 31); 

б) решается с применением формулы интегрирования по частям 

;udv uv vdu    

в) интегрирование рациональных дробей; 

г) универсальная тригонометрическая подстановка (формула 32). 

К сожалению, объём методички не позволяет подробно разобрать 

решения данных интегралов. С другой стороны, по указанным темам имеется 
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большое количество учебников и пособий, и затруднений решение задач 

вызвать не должно. 

 

 

Примеры  №№ 121-130 

Вычислить несобственный интеграл или доказать его расходимость. 

 

7

5

2

.
2

dx

x 
  

Подинтегральная функция не существует при  2x   .  Имеем несобствен-

ный интеграл второго рода. Вычисляем: 

 

   
 

 

     

 

7
5 17 7 7

5

5 50 0 0
2 2 2

2

7

4 4 40 0

2

44 40

2
lim lim 2 lim

5 12 2

1 1 1 1 1 1
lim lim

4 4 42 7 2 2 2

1 1 1 1 1 1
lim .

4 5 4 4 5

xdx dx
x dx

x x

x

  
 



 









 



  
 



 






    

  

    
          
          

 
          
 
 

  

 

Здесь использовали определение 9, теорему 5. 

 

 

 

Примеры  №№ 131-140 

Вычислить площадь фигуры, ограниченной параболой       
25y x       

и прямой  3y x   .  Для начала сделаем чертёж: 
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Нижней границей выделенной площади является парабола    
25y x  , 

верхней – прямая  3y x     . Находим точки пересечения кривых: 

 

        

2 2 25 3 5 5 3 0
.

3 3 3

y x x x x x

y x y x y x

       
   

       
            

 

Решаем квадратное уравнение, получаем корни: 

 

1,2

1 2

1 61
0,1 0,78 ;

2 5

0,88, 0,68 .

x

x x


  



  
 

 

Получили пределы интегрирования. Дальше считаем саму площадь:  

0 

y 

x 
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      

   

   
 

 

1 61 1 61

2 2
2 2

фигуры

1 61 1 61

2 2

1 61
0,88

3 2 3 22

1 61
0,68

2

3 2

3 2

2

3 5 5 3

5 3 5 3
3 2 3 2

0,88 0,88
5 3 0,88

3 2

0,68 0,68
_ 5 3 0,68

3 2

1,89 1,28 0,61 .

s x x dx x x dx

x x x x
x x

ед

 

 






       

   
           
   

 
      
 
 

  
      
 
 

  

 
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