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Пусть точка М с координатами х, у принадлежит векоторому множе

ству точек D в координатной плоскости аху.
.Определение. Переменная z называется функцией независимых пере

мевиых х,у в множестве D, если каждой паре (х,у) их значений из L
- по некоторому правилу или закону - ставится в соответствие QItВ<

опрецеленное значение z. Множество D вазывается областью опредепе

вия функции z. Функциональная зависимость z от (х, у) обозначветс,

аналогично случаю функпии одной переменвой, т.е. в виде

z = Лх,у) . (1

Примеры..
1. Из закона Клапейрона-Мевделеева цпя 1 ыоля идеального газ.

следует зависимость:

т:
Р=--,

V
где Р, V,Т, R - давление, объем, абсолютная температура и уввверсапь

ная газовая постоянвая, соответственно. Это равенство показывает

что переменная Р является функцией двух перемеввых V, Т, т.е.

Р = j(V,T) .

2. Из закона Ома цпя участка цепи следует, что

и ьл .н ,

. где и, 1, R - напряженве, сила тока и сопротивления на участке цem

соответственно, т.е.

U = f{I,R).

3. Пусть х,у - стороны прямоугольвика. Тогда его площадь S рааш

S=X'y, т.е.

S = Лх,у) .

во всех приведеввых примерах областью определения соответствуя

IЦИX функций является множество D, совпадающее с первой коерш

натной четвертью,т.е, независимыеперемеввыeпривимаютнеотраш

тельные эвачения.

4. Рассмотрим функцию
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Найдем ее область определения j)

Таким образом, область определения - круг едивичного радиуса с

центром в начале системы координат (см. рис. 1).

Рис. 1

5. Рассмотрим функцию

Рис. 2

2. х

.:1: •
Z = arcвШ"2 +агсвш У •

Поскольку аргумент функции - арксинус - не может по абсолютной

величине превосходатъ единицу, то область определения этой функции

состоит из точек, для которых

{
1:1:1 < 1
2 -
lyl ~ 1

или {
1:1:1 ~ 2
/Уl ~ 1 .

..

Это есть прямоугольвак в координатной плоскости ОХУ (см. рис.2).

6. Рассмотрим фушщию
1

z= 2 •.2.
:1: -J'-

Область ее опрепепеввя состaвruпoт все пары действительныхчисел

(:I:,у) за исключением тех, для которых :1:2 = у2, т.е. в области

определения выполняется неравенство

Отсюда поцучаем, что область определения данной фушщии - вся

координатная плоскость ОХУ, кроме точек, пежвших на двух прямых

у = х,у = -х (см. ряс.З).
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Рис. 3

За.АСечанце. Аналогично (1) можно определить функц~и трех, четыре

и большего числа перемевных, т.е

z = f(ж,у,u), z = f(ж,у,u,v),

НО В даввом пособии мы ограничимся случаем фующии двух переяев

ных, отсылая заинтересованного читателя к соответствующей литера

туре, например, [1,2].
OnредеАенце. Графиком фующии z = f(ж,у), задаввой в области опр,

дeJ1ellИJ1 Dвазьmaeтся множество точек (ж, У, f (ж, у)) в .трехмерном 1(

ордиватвомпространстве,где точки (ж, у) привадлежатобластиD. Те

ким образом, график функции z = f(ж, у) - это поверхность (или ч3С1

поверхности) в трехмерном пространстве.

Примеры

1.
z = Jl - ж2 - 11 .

Графиком этой функции будет полусфера (см. рисА).

2.
z=ж2+~ .

График - параболоид вращения (СМ. рис.5).

1.

i Х

Рис. 5
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З .

z=l-x-y.

График- плоскость, отсекающая единичные отрезки от осей координат

(см. рис.6).

4.
z=x2 - 1l .

График - гиперболический параболоид (см. рис.7).

Рис. 6 Рис. 7

За.и~ание. Понятия предел и непрерывность функции нескольких пе­

ременных в представленных указаниях не рассивтрвввются (см. соот­

ветствующие разделы в (1,2]).

2 . Частные производвые

Определение. Частным приращением функции z = Лх,у) в Точке (ж,у)

по перемевной х называется разность вида:

f(ж + дж, у) - j(ж, у) = джz .

Смысл опрелелевая состоит в том, что приращение получает ТОЛЬКО

везаввсвмая переменная ж, а у остается фвксвровавввя.

Аналогично определяется частное приращение по переменной у:

f(ж, у +ду) - f(x, у) = Д"z .

Здесь приращение получает только у, а ж фиксирована.
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2.

"'"\ тт .~'" ,
V'"Jlc;vc;m:"...c; . HVJUtl>1М l1}JИ}JШJ.J,t:t1Иt:М '!'уt1l1.ЦИИ;(, = J \Х,У) и точке \Х,У)

называется разность вида

дz = f(x + дх,у + ду) - /(х,у) .

Здесь приращения получают обе переменные х, у.

примерыо

1.
z - х+2у

дzz - (х + дх + 2у) - (х + 2у) = дж

дуZ = (х+2(у+Ду»-(ж+2у) - 2ду

дz - (Ж+дж+2(у+Ду»-(ж+2у) - дж+2ду .

z - xy'l
Д.:z = (х +&)11- ж11 = дж11

д'llz = ж(у +Ду)2 - жу = 2ху Д у +Ж(Ду)2

дz = (ж + ДХ)(у + Ду)2 - жу = (ж + дж)(у + 2у Д у + (Ду)2) - жу2 =
= 2жу Д у + Ж(Ду)2 + дxrr) + 2у Д х Д у + дж(Ду)2 •

В соответствии с треия видами приращений функции z = f(ж, у)

определяются три вида проиэвoдвых.

Onреде.ленuе. Частной производной функции z = /(ж,у) по переменной

х в точке (ж, у) называется предел отношения частного приращения

функции /(х,у) по переменной ж в точке (ж,у) к приращению tJa при

стремлениипоследнегок нулю:

lim /(ж + дж, у) - f(ж,у) = af(x,y)
~-М! дх дж

или

lim дzz = az = L .
6z-М! дж дж z

Отметим, что здесь вспояьзуется поиятие предела функции одной пе­

ременной, т.к, предел вычисляется по переменной &.
Из опрецелеввяследует')что при дифференцированиипо ж перемен­

ная у считаетсяфиксированной(постоянной).

За.иечанuе. Следует обратить внимание на обозначение частных про­

ВЗводных. Исп0JIЬ3Уетсявместо буквы d символ д.

Аналогично определяется частная проиэводвая функции z = f(ж,у)

по переменной у:

дf(ж; у) = lim /(ж, У + ду) - /(ж, у)

ду 6v-М1 ду
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или

z' = az = lim ~yZ •
у ду 6у--+О ~y

Здесь фиксированной (постоянной) считается переменная ж. Третий

вид производных, соответствующий полному приращению функции

z = I(ж, у) будет рассмотрен позже.

Примеры:

1.
z=ж+2у.

При дифференцировании по ж переменвая у считается постоянной, а

проязводвая постоянной вeJшчины равна нулю. Тогда имеем

:= =(ж)~+(2у)~=1+0=1.
При дифференцировании по у, наоборот, ж считается ПОСТОЯННОЙ

: = (ж)~ + (2y)~ = О +2 = 2.

2.
z - ж11

az 1·11 11
дж

- -

az
ж·2у 2zy- = .

ду

3.
z az 1 1

: =ж· (;)~
ж

z=- ; -=1·-=-; = - 11 .
у дж у у

4.

z = ln(ж + 3у) .

-Првменяя правало дифференцирования CJIОЖИОЙ функции, попучим:

az 1 1 az 1 3 .
-=--·1=---; -=--·3=---.
дж ж+3у ж+3у ду ж+3у ж+3у

5.
z = -/ж2 +УЗ

az 1 ж

= 2-/z2 + УЗ ·2ж -
дж ~ж2+УЗ

az 1 з11

ду
- 2# + уз .31/ =

2-/ж2+УЗ
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Здесь была использована табличная производнвя

(v'U)' = (ul ) ' = !ul - 1 = !и-~ = _1_
2 2 2уи .

6.
1 az 1 az 1

z = ху ; дх = - (ху)2 . У ; ду = - (ху)2 . Z •

Здесь использована табличная провэводная

Опрецепви теперь частные производвые второго порядка. . Если
первая провзводная функции z = I(z,y) взята ПО х, то ее провзводные

ПО х, у обозначаютсятак:

!... (aZ) = ~z = ~/(x,y)
ду дх дхду дхду

или

z':г = 1;2(x, у); z'~y = I!::y(x, у) .

Аналогично определяются производиые ·второго порядка, если первая

производиаи взята ПО у:

Частная производнаи второго порядка, взятая по различным переиен­

нын, называется смешанной. их две:

~z

дхду;
и

~z

ду&'

z=2x-3y;

~z
ду2 = О;

~z
-=0'&2 '

доказывается теорема о равенстве смешанных произвoдных второго

порядка при некоторых достаточно oБIциx условиях.

Аналогично определяются произвoдвыe третьего, четвертого и более

ВЫСОКИХ порядков.

Примерыо

1.
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~....

fflz 3
дх2 =.2у i

az 3
дх = 2ху i

fflz 2
ду2 = 6х У;

3.

3 fflz fflz
Пава фуикциsz= ln(х2 - зу) . Показать равенство ;. дхду+2· ду2 = о.

fPz (1 ) -9
ду2 = -3 (х2 _ 3у)2 . (-3) = (х2 _ 3у)2;

fPz (-1 ) 6х
джду = 2х (х2 _ 3у)2 . (-3) = (х2 _ 3у)2·

Тогда

!._fP_z_+2._lP_z = !. 6х +2. -9 = 18 18 = О .
х дхду ду2 х (х2 - 3у)2 (х2 - 3у)2 (х2 - 3у)2 (х2 - 3у)2

з. Полвый дифференциал

Определение. Полным дифференциanом: фуmщии z = f(x, у) в точке

(хо, 110) называется выражение вида

df( ) = д/{хо, 1/О)6х+ д/{хо,Уо)6.
Хо,Уо дж . ду у

dz = ~(Хо,Уо)dж + 4(хо,Yo)dy ,

где 6х = dж, 6.у = dy - првpaIЦeНIUI везависим:ы:х перемевных х,у,

соответствевво, в точке (Хо,Уо).

Пример

Найти полный диффереициал функции z = х2у В точке (1, -2).

dz(xo, Yo) = 2хоУо dx + x~ dy, гдехо = 1, 110 = -2 .

Тогда

dz(1, -2) = 2 ·1 . (-2) dx + 12 . dy = -4 dx + dy, dz = -4 dx + dy .
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Доказывается, что при достаточно малых t:::.ж, ду выполняется прибли­

женное равенство

6.z ~ dz .

Пример. дана функция z = ж2 + у2 + ж - 2у и две точки А(2, -1) и

В{2,01; -0,96) Требуется: 1) ВЫЧИСЛИТЬ значение функции z В точке

В; 2) ВЫЧИСЛИТЬ првбnиж.евное значение фyвIщии z В точке В, ИСХОДJl

из эначеввя ее В точке А, эамевяя првращение функции при переходе

от А к В дифференциалом, и оценить В процентах относвтепьную

погрешность при замене првращенвя дифференциалом.

1). z(B) = z(2,01;-0,96) = 2,012+(-0,96)2+2,01-2(-0,96) = 8,8917.

2).Прибn:и.ж.енноезначениеZl(B) будем вычислять по формуле

zl(B) = z(A) +dz(A)

ИJlИ

zl(2, 01; -0,96) = z(2, -1) + dz(2, -1) =

= 22+ (-1)2+2 - 2(-1) + (2.2+ 1)dж + (2· (-1) - 2)dy,
где

dж=2,01-2=0,01; dy=-0,96-(-1)=0,04i ~=2ж+1; ~=2y-2.

Тогда получаем

zl(B) = 8,89.

Отвосвтельнаяпогpemностъравна:

fu - dz (z{B) - z(A) - dz(A»
= =dz dz(A)

= (8,8917 - 9) - (-0,09) ~ 0,20, т.е, 20% .
-0,09

4. Каеательнаяплоскость

Рассмотрим поверхность z = /(ж,у) и точку Мо(Жо,Уо,/{Жо,Уо», при­

надлежащую этой поверхности. Пусть существуют непрерывные част­

ные проИ3ВОДНЬ1е функции z = f(ж, у) в точке Мо и ее окрестности.

Можно покаэать, что все касательные, провелеввые к разл:ич:ным кря­

выы, лежa.JЦИМ на поверхности и прожшящвм через точку Мо, лежат в

одной плоскости, называемой касательвой плоскостью [1,2] (рис.8).
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Рис. 8

--
х

/

Можно доказать [1,2], что ураввевие касательной плоскости к по­

верхности z = /(z,y) в точке M o(zO; 1AJ, /(z o, 1AJ» имеет вц:

z - zo = д/(;;; 1AJ) (z _ zo) + д/(;; 1AJ) (у - 1AJ) .

Пример. Написать уравнение касательной ' плоскости к поверхности

z = z2 + 3zy + 2z - 1 в точке Мо(l, -2, -4).
Имеем, что

z - zo = (2:&0 + 31AJ + 2) (z - zo) + (3:1:0) (у - 1AJ)

z - (-4) = (2·1 + 3(-2) + 2) (z - 1) + 3·1 (у - (-2»,

z + 4 = -2(z - 1) + 3(у + 2) .

Окончательно получаем

2z-3y+z-2=0.

За..кечанuе. Если поверхность задана уравнением вида /(z, y,~) = О,

то уравнение касательной плоскоста к поверхности в точке (zo, Уо, zo)
имеет вид :

д/(zо,1AJ,Zo) ( _ )+д/(ZО,1AJ,Zo)( _ )+д/(ZО,1AJ,Zo)( _ )=0
дz z Zo ду у 1AJ дz z zo .

5 . Производная по направлению и градяент

, Вu.2 было рассмотрено полное првращение функции z = /(z,y).
Определим соответствующуюему производвую. Пусть М - точка с

координатами (z +Ах, у+ Ду).
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-.. ..... --- .. . .. ~ ... - - ~ ...

uпреоеление. провзводнов срункции z = ПХ,У) в точке Motxo,Yo) по

направлению вектора о называется предел отношения полного прира-

щения функции в этой точке, при условии, что вектор МОЙ коллинеа­
рен (параллелен) вектору О, к величине отрезка МоМ при стремлении

последней к нулю:

дЛМо) = lim '(М) - лмо)
да MoM-+О МоМ

или

дЛхо, Уо) = lim '(х+&,у+ 6.у) - '(хо , Уо) .
да MoM-+О МоМ

Под величиной отрезка MoM-ПОНИМaeтcJl·-его длвнв, взятая . сознаком

плюс, если вектор МОМ сонаправлен с вектором О, или, взятая со знаком
иииус, если МОМ и в направлены противоположно дрр' другу.
Замечание. Частные производныe дf(х)/дж, af(y)/дy получаются из

af(x)/aa, если в сонаправлен с осями координат ОХ, ОУ, соответ­

ствеино.

Можно показать [1,2,3], что

дЛхо,Уо) _ дf(хо,Уо) дЛхо,Уо) R

да - дж сова+ ду COВfJ ,

где сов а, СО8 {J - направшпощие косинусы вектора В. При этом

ау

сов (J = liiI '

где аж и ау - проекцвв вектора ii на оси ОХ и ОУ, соответствеино.

Пример. Найти производиyIO фymщии z = arctg(x/y) по направлению

вектора В = з; - 4У в точке Мо(I,-I). Здесь i,j - орты системы

координат, т.е. ~чныe векторы, сонаправлевиые с осями ох и

ОУ, соответственно.

Имеем
дz 1 1 у

дж=~1 .y=z2+y2
+-

у2

az 1 (х) х
дy=~l . -у2 = х2 + у2

+-
у2
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или

-1 З ( 1 ) -4
= 12 + (-1)2 . v'З2 + 42 + 12+ (-1)2 . v'З2 + 42 = О, 1 .

OnpeiJeJleflue. Градиентом фymщии z = /(х, у) в точке Мо(Хо, 110 ) назы­

вается векторе координатами

дЛхо,Уо) д/(хо,Уо)
дж ду т.е.

ad
_ д/(xo~Yo)... д/(хо,Уо) ...

gт z - дж '+ ду 1·

Пример. Найти градиентфункции z = In(х +Зу) в точке Мо(l, -2).

( )
1... 6110 ...

gтad z Хо,Уо = З~ 1 + 3.~ 1
хо+ хо+ 90

ad () 1 ... 6(-2) ...
gт z 1,-2 = 1 +3(-2)2 1+ 1 +3(_2)21.

gтшl z(l, -2) = 1~ (а"- 12 j) .

Можно показать (1-"t], что

д/ а
да = gтшl / . 101 '

где точка в правой части равенства обозначает скалярвое ПРОИЗВРДение

векторов.

За.мечанuе. Повятве производной по направлению и градиента можно

обобщить на фymщии трех, четырех и большего числа переменных.
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