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Введение 
 
 
 

 Настоящее учебно-методическое  пособие предназначено в помощь 
студентам при самостоятельном изучении раздела «Динамика» курса 
теоретической механики. 
 Динамика – это наиболее общий раздел теоретической механики. В 
этом разделе изучаются общие законы движения тел с учетом их массы и 
действующих на них сил. 
 В пособии кратко изложены основные теоретические положения 
динамики. 
 Затем приводятся решения задач, при этом поясняется, какие 
теоретические положения используются при решении той или иной задачи. 
 
 

Интегрирование дифференциальных 
уравнений движения точки, находящейся 

под действием переменных сил 
 
 

Задача №1 
 
 Материальная точка массы m движется из начала координат вдоль 
горизонтальной оси ОХ, имея начальную скорость v0. Сила сопротивления 
движению точки R=kv2. Определить закон движения точки. 
 
Решение: 

X x 

G

O  R

Vo  N V

 
На точку действуют: сила тяжести G=mg, сила сопротивления R и 
нормальная реакция N. Дифференциальное уравнение движения точки в 
проекции на ось ОХ имеет вид: 
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2dvm R
dt

kv= − = − . 

 
 Разделим переменные в дифференциальном уравнении и, интегрируя 
его, найдем: 
 

0

2
0

v t

v

dv k dt
v m

= −∫ ∫ ; 

0

1 v

v

kt
v m

− = − ; 
0

1 1 kt
v v m
= + ; 

0

0

mvv
m kv t

=
+ . 

 

Запишем левую часть равенства:  
dxv
dt

= ;  0

0

mvdx
dt m kv t

=
+ . 

Разделив переменные в последнем равенстве и интегрируя его, найдем закон 
движения точки: 

0
00 0

x t dtdx mv
m kv t

=
+∫ ∫ ; 

получаем: 0 0 0
0

1 ln( ) tx mv m kv t
kv

= + . 

Окончательно получаем: [ ] 0
0ln( ) ln ln m kv tm mx m kv t m

k k
+

= + − =
m    (м). 

 

Ответ: 0ln m kv tmx
k m

+
=  (м). 

 

Исследование вращательного движения 
твердого тела 

 
 

Задача №2 
 
 При пуске в ход электрической лебедки к барабануА приложен 
вращательный момент Мвр=at, где а – постоянная, груз В массой 
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m1поднимается посредством каната, навитого на барабан А радиуса r и 
массой m2. 
 Определить угловую скорость барабана, считая его сплошным 
цилиндром. В начальный момент лебедка находилась в покое. 
 
 
Решение: 
 

v

1P

z 

0X  
0Y  

2P  

r 

Мвр 

O 

A 

B 

ω 

у 

х 

 

 
 
 Рассматриваем систему, состоящую из барабана, лебедки, нити, груза. 
На систему действуют активные внешние силы: P1=m1g, P2=m2g и реакции 

подшипников 0X , 0Y .    
 Составляем уравнения по теореме об изменении кинетического 
момента относительно оси Z: 

1

n
Ez
iz

i

dL M
dt =

= ∑ .                                     (а) 

Найдем величины, входящие в равенство (а). 
Определим кинетический момент поступательного движения грузаВ:  

2
1 1 1zL m vr m rω= = . 

Кинетический момент вращающегося барабанаА: 
2

2
2 2z z

m rL I ωω= = . 

Кинетический момент всей системы: 
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2

1 2 1 2(2 )
2z z z
rL L L m mω

= + = +  .                     (б) 

Определим сумму моментов внешних сил: 

1
1

n
E
iz вр

i
1M M Pr at m g

=

= − = −∑ r .                                (в) 

 Подставив значения (б) и (в) в (а), получим: 
2

1 2 1(2 )
2

d r m m at m gr
dt

ω⎡ ⎤
+ = −⎢ ⎥

⎣ ⎦
.                      (г) 

Дифференцируя левую часть равенства (г), получим: 
2

1 2 1(2 )
2
r dm m at m g

dt
ω

+ = − r .                                (д) 

 Определяем угловую скорость барабана. Разделив переменные и 
интегрируя (д), получим: 

2

1 2 1
0 0 0

(2 )
2

t tr m m d a tdt m gr d
ω

ω+ = − t∫ ∫ ∫ , 

2 2

1 2 1(2 )
2 2
r atm m m grtω+ = − . 

Откуда  1
2

1 2

( 2 )
(2 )

at m gr t
r m m

ω −
=

+   (с-1). 

 

Ответ: 1
2

1 2

( 2 )
(2 )

at m gr t
r m m

ω −
=

+  (с-1). 

 

Теорема об изменении количества 
движения механической системы в ее 

применении к сплошной среде 
 

Задача №3 
 
 Вода входит в неподвижный канал переменного сечения, 
симметричного относительно горизонтальной плоскости, со скоростью v1под 
углом α. Скорость воды у выхода из канала v2 и направлена под углом β.  
 Определить модуль составляющей силы R, с которой вода действует на 
стенку канала. 
 Дано: v1, D, d, α, β. 
 Определить: RXили  RY. 
Решение: 
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y 

x

V2 

D  RY 

d 

α 

β 

RX 

V1 

 
 При установившемся движении масса жидкости, протекающей в 
единицу времени через любое сечение трубы, постоянна и равна: 

1 1 2 2m v F v Fρ ρ= = , где  
2

1 4
DF π

= , 
2

2 4
dF π

= . 

Откуда  
2

1 1 1
2 2

2

v F v Dv
F d

ρ
ρ

= = . 

 Силы тяжести текущей по трубе жидкости перпендикулярны 
горизонтальной плоскости. Реакция стенок трубы расположена в 
горизонтальной плоскости. 
 Применим теорему импульсов к движению жидкости в трубе. За 
промежуток времени τ получим: 

2 1mv mv Rτ τ− = τ .                                          (*) 
 Спроецируем равенство (*) на ось Х: 

2 1sin sin Xmv mv Rτ β τ α τ− = , 

откуда  2 1sin sinXR mv mvβ α= − =
22 2

1
1 12 sin sin

4 4
v DD Dv v
d

π π
1vρ β ρ α− =  

2 2
2
1 2( sin sin

4
D Dv

d
π ).ρ β α= −  

 
 
Спроецируем равенство (*) на ось Y: 

2 1cos cos Ymv mv Rτ β τ α− + = τ , 

откуда  
22 2

1
2 1 1 1 12cos cos cos cos

4 4Y
v DD DR mv mv v v v
d

π πβ α ρ β ρ α= − + = − + =  

  
2 2

2
1 2( cos cos

4
D Dv

d
π ).ρ β α= − +  
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 Если требуется определить составляющую RX, то уравнение (*) 
проецируется на ось Х. Если надо определить RY, то уравнение (*) 
проецируется на ось Y, 
 Модуль силы 2 2

X YR R R= + . 

Ответ: 
2 2

2
1 2( sin sin )

4X
D DR v

d
πρ β α= − , 

2 2
2
1 2( cos cos

4Y
D DR v

d
π ).ρ β α= − +  

 

 
Применение теоремы об изменении 
кинетической энергии к изучению 
движения механической системы 

 
Задача №4 

 
 Для заданной механической системы определить v1=f(s1). Считать, что 
у блоков и катков массы распределены по наружному радиусу. Массами 
нитей пренебречь, нити предполагая их нерастяжимыми. Принять, что 
движение начинается из состояния покоя. В задании принять следующие 
обозначения: m1, m2, m3 – массы тел; R и r  - радиусы больших и малых 
окружностей; fтр=0,2 – коэффициент трения скольжения; fк=0,3 – 
коэффициент трения качения. Проскальзывание отсутствует. 
 
Решение: 

 

K

S1

Fтр 

N 

α

2

2ϕ

2OY
2OX

2O

2P
R

r

ктрМ .
3

1 

M

P1 

3S

3

3R
3r

3P

3O

3N
ϕ

fβ K
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 Рассмотрим механическую систему, состоящую из груза 1, 
движущегося поступательно, блока 2, совершающего вращательное 
движение и катка 3, совершающего плоское движение. 
 Применим к рассматриваемой системе теорему об изменении 
кинетической энергии механической системы в конечной форме: 

1

n
E

II I i
i

T T A
=

− =∑ , 

где - кинетическая энергия начального положения системы, - 
кинетическая энергия конечного положения системы.  

IT IIT

 Движение системы началось из состояния покоя. Поэтому: 

1

0;

.

I
n

E
II i

i

T

T A
=

=

=∑  

 Определим кинетическую энергию механизма в положении II. 
 При решении подобных задач рекомендуется линейные и угловые 
скорости всех тел системы выразить через искомую скорость, а перемещения 
линейные и угловые – через заданное перемещение. 

1 2 3.IIT T T T= + +  

Груз 1 совершает поступательное движение: 
2

1 1
1 .

2
m vT =  

Блок 2 совершает вращательное движение: 
2
2

2 ,
2

ZIT ω
= где ZI  - момент 

инерции блока относительно оси вращения. В данной задаче масса блока 
распределена по наружному радиусу, поэтому  2

2 2 .ZI m R=

Выразим угловую скорость блока 2 через скорость груза 1: 1
2

2

v
r

ω = . 

Получим: 
2

22 2
2 12

2

.
2

m RT v
r

=  

 Каток 3 совершает плоскопараллельное движение. Для него 

кинетическая энергия вычисляется по формуле: 
2 2

3 03 3 3
3 ,

2 2
Zm v IT ω

= +  

где  
2

3 3Z 3I m R=  (масса катка также распределена по наружному радиусу). 
Так как нити нерастяжимы, скорости точекК и N равны:  

2 2 3 3 3( )K Nv v R R r ,ω ω= = = +  

отсюда 2 2
3

3 3 3( )
R

R r
ωω

ω
=

+ .  
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Выразим угловую скорость катка 3 через скорость груза 1: 1 2
3

2 3 3( )
v R

r R r
ω =

+ . 

Скорость центра масс катка также выразим через скорость груза 1: 03v
3 2

03 3 3 1
2 3 3( )

r Rv r v
r R r

ω= =
+ . 

Итого получим:  
2 2 2 2 2 2 2

2 23 2 3 3 3 2 3 2 3 3
3 1 12 2 2 2 2 2

2 3 3 2 3 3 2 3 3

( ) .
2 ( ) 2 ( ) 2 ( )

m R r m R R m R r RT v v
r R r r R r r R r

+
= + =

+ + +
2
1v  

Кинетическая энергия всей системы: 
2 2 22 2

2 23 2 3 31 1 2 2
1 12 2 2

2 2 3 3

( )
2 2 2 ( )II

m R r Rm v m RT v
r r R r

+
= + +

+
v =  

2 2 22 2
3 2 3 31 2 2

1 2 2 2
2 2 3 3

( ) .
2 (

m R r Rv m Rm
r r R r

⎡ ⎤+
= + +⎢ ⎥+⎣ ⎦)  

 Сумма работ внешних сил складывается из: 
• работы силы тяжести и силы трения скольжения при движении тела 1 

вверх: 
 

1 1 1 1 1 1 1sin cos (sin cos ).TP TPA m g S f m g S m gS fα α α= − − = − + α

3

 
 

• работы сил при качении катка 3 вниз, силы тяжести и моментов М и 
МТРК: 

 

3 3 3 3 3sin cos .TPKA m g S f m g S Mβ β ϕ= − +  
 
 Выразим перемещение катка 3 через перемещение груза 1, используя 
кинематические соотношения: 

1
2

2

;S
r

ϕ =  2 2 1 2
3

3 3 2 3 3

;
( )

R S R
R r r R r
ϕϕ = =
+ +  1 2 3

3 3 3
2 3 3

.
( )
S R rS r

r R r
ϕ= =

+  

Получим: [ ]1 2
3 3 3

2 3 3

(sin cos ) .
( ) TPK
S RA m gr f M

r R r
β β= −

+
+  

Сумма работ внешних сил: 

[ ]1 2
1 1 3 3

1 2 3 3

(sin cos ) (sin cos ) .
( )

n
E
i TP TPK

i

S RA m gS f m gr f M
r R r

α α β β
=

= − + + − +
+∑  

По теореме об изменении кинетической энергии: 
2 2 22 2

3 2 3 31 2 2
1 1 12 2 2

2 2 3 3

( ) (sin cos )
2 ( ) TP

m R r Rv m Rm m gS
r r R r

fα α
⎡ ⎤+

+ + = − +⎢ ⎥+⎣ ⎦
+  
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[ ]1 2
3 3

2 3 3

(sin cos )
( ) TPKm gr f M

r R r
β β+ − +

+
S R

. 

Отсюда найдем искомую скорость груза 1: 

[ ]1 2
1 1 3 3

2 3 3
1

(sin cos ) (sin cos )
( )TP TPK
S Rm gS f m gr f M

r R rv
α α β β− + + − +

+
= 2 2 22

3 2 3 32 2
1 2 2 2

2 2 3 3

2
( )

( )
m R r Rm Rm

r r R r
+

+ +
+

. 

[ ]1 2
1 1 3 3

2 3 3
1 2 2 22

3 2 3 32 2
1 2 2 2

2 2 3 3

(sin cos ) (sin cos )
( )2

( )
( )

TP TPK
S Rm gS f m gr f M

r R rv
m R r Rm Rm

r r R r

α α β β− + + − +
+

=
+

+ +
+

. Ответ: 

 

Применение принципа Даламбера к 
определению опор вращающегося тела 

 
Задача №5 

 
 Определить динамические реакции опор твердого тела, вращающегося 
равномерно вокруг неподвижной оси АВ с угловой скоростью ω . Стержни 
АВ, NK, DL. На концах стержней NK и DL сосредоточены точечные массы 
соответственно  и . Даны расстояния а, b, c, l1, l2. 1m 2m
 
Решение: 

AX

A

Ζ

AΖ

Ay

b D

1l

y
La

1m
L

LΦ

a

2l
C

BX

BΖ

ω
K B

y
α

X N y
Na

2m

ΦN
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 Динамические реакции возникают под действием сил инерции, 
причиной которых являются ускорения. 
 Точечные массы  L и  N движутся по окружностям, расположенным в 
плоскостях, перпендикулярных к  оси вращения. 
 Так как вращение равномерное, точки L и  N  имеют только 
центростремительные ускорения, направленные по радиусам 
соответствующих окружностей, перпендикулярно к оси вращения: 

2
1;

ц
La lω= 2

2 cosц
Na lω α=

1 2 1 1L 2 2N

. 

 Силы инерции масс  и : m m 2 ;m lωΦ = 2 cosm lω αΦ =  
(направлены противоположно ускорениям ц

La  и ц
Na

ix
i

P
=

=∑ 0;A B N

 соответственно). 
 Запишем принцип Даламбера для отыскания неизвестных реакций в 
проекциях на координатные оси, которые введены так, как показано на рис.2: 

1
0;

n

 X X+ +Φ =  

1
0;

n

iy
i

P
=

=∑ 0;AY =  

1
0;

n

iz
i

P
=

=∑ 0;A B LZ Z+ +Φ =  

1

0;
n

ix
i

M
=

=∑   0;L Bb Z aΦ + =

1

0;
n

iz
i

M
=

=∑ 2( sin ) 0.B NX a a c l

1

0;
n

iy
i

M
=

=∑  

α− −Φ − + =   

 
Из которых получим: 

2( sin ) cos ( sin )a c l m l a c lα2 2 2 2 ;N
BX

a a
ω α αΦ − + − +

= − = −  
2

2 2 2cos ( sin
N

m l a c l
a

ω α 2
2 2

) cosA BX X m lα ω α= − −Φ = − =
− +

 
2

2 2
2

cos ( sin )m l l c
a

ω α α= − ;  
2

1 1 ;L
B

b m l bZ
a a

ωΦ
= − = −  

2 2
21 1 1 1

1 1 ( ).m l b m l
A B LZ Z m l b a

a a
ω ωω− = −= − −Φ =  
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2
2 2

2
cos ( sinA

m lX l
a

ω α α= − );cОтвет:  
2

2 2 cos (
B

m lX 2 sin ) ;a c l
a

ω α α− +
= −  

2
1 1

A
m l ( );Z b a

a
ω

= −  
2

1 1 ;m l b
a
ω

0.AY =

BZ = −  

 
 

Применение принципа возможных 
перемещений к исследованию равновесия 

механической системы 
 

Задача №6 
 
Определить область значений вращающего момента М или силы Р, при 
которых заданная система находится в равновесии. 
Дано: G, r, α.  
Найти: М. 

Решение: 
 
Система находится в равновесии под действием силы G и момента М. 
Придадим системе бесконечно малые возможные перемещения  δϕ  и xδ .  
При повороте кривошипа ОВ на бесконечно малый угол δϕ  точкаВ 
переместится  по окружности ВВ1. С точностью до величин первого порядка 
малости перемещение точки по дуге можно заменить прямолинейным 
перемещением, отложенным по касательной к траектории точкиВ: 

1 .BB S rδ δϕ= =  
Из треугольника : 1

1 sin ;x BB
BB K

Χ

sin .x rδ δϕ α=  δ α=  
G 

x Составим уравнение работ при 
перемещении системы из положения 
равновесия на возможные перемещения 
 

δ
С 

xδϕ δ :  и 
0;M G xδϕ δ− =  В 

sin 0;M Grδϕ δϕ α− =
sin .M Gr

 
α=  

Аα
r  М 
δϕ

О 
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Отсюда область значений вращающего момента: 

maxM Gr=  при  sin 1α = , . 90

min 0M =

α = o

 при  sin 0α = , 0α = . 
 

maxM Gr=  при sin 1α = , . Ответ: 90

min 0M = sin 0

α = o

 при  α = 0α, = . 
 
 

Применение общего уравнения динамики 
к исследованию движения механической 

системы 
 
 

Задача №7 
 
Для механической системы определить линейное ускорение  или угловое 
ускорение 

1a

2ε . Считать, что у блоков и катков массы распределены по 
наружному радиусу. Тросы и ремни считать невесомыми и нерастяжимыми, 
проскальзывание отсутствует. Трением качения и трением скольжения 
пренебречь.  
Дано:  - массы тел, R  и  - радиусы больших и малых окружностей. r1 2 3, ,m m m
Решение: 

 

ϕ 
3 ΖΜ 

α m3g 

r 

3Φ

3sδ

3 

3ε

3δϕ

 

ϕ
2ΖΜ

2 

y0

2ε

2δϕm2g

X0Or

R

Φ1Sδ 1 1

F

m1g 
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Система состоит из груза 1, блока 2 и катка 3. 
На груз 1 действует сила F , сила тяжести  и сила инерции 1 1 1 1.m am g Φ =  
Груз 1 опускается вниз. 
На блок 2 действует момент от сил инерции 

2 2 2 ,Z ZM I εΦ = где 
2

2
2ZI m R=  - 

момент инерции блока 2 относительно оси вращения. Выразим угловое 

ускорение 2ε   и момент 2ZM Φ
 через искомое линейное ускорение груза 1 a :  1

1
2 ;a

r
ε =

2Z
2 1

2 .aM m R
r

Φ =

3

 

На каток 3 действует сила тяжести , сила инерции 3m g 3 3m aΦ =  и  момент от 

сил инерции 
3 3 3Z ZM I εΦ = , где 

3

2
3ZI m r= . Выразим угловое ускорение 3ε , силу 

  и момент 3Φ
3ZM Φ  через искомое линейное ускорение груза 1 : 1a

2 1
3 ;R a R

2r r
εε = = 1

3 3 1 ;a Ra R R aε= = =
r r 3 3 1

Rm aΦ =
r , 

3Z
a R2 1

3 3M m r
r 12 m a RΦ = =

1S

. 

Придадим системе возможные перемещения: δ , 1
1

S
r
δδϕ = , 

1S RS R3 2 r
δδ δϕ= = , 3 1

3
S S R

2r r
δ δδϕ = = . 

Составим уравнения работ: 

2 31 1 1 1 1 2 3 3 3 3 3sin 0;F S m g S S M m g S S Mδ δ δ δϕ δ α δ δϕΦ Φ+ −Φ − − −Φ −Z Z =  
2 2 2

1 1 1 1 1 1 2 1 1 3 1 3 3 1 3 1 12 2 2sin 0.R R R RF S m g S m a S m a S m g S m a S m a S
r r r r

δ δ δ δ δ α δ δ+ − − − − − =

 
После преобразования: 

2 2

1 3 1 1 2 3 3

2

sin (R
2 2 2 );R R RF m g m g a m m m m

r r r
α+ − = + + +

r  

1 3

1 2 2

1 2 32 2

sin
;

2

RF m g m g
ra

R Rm m m
r r

α+ −
=

+ +
  

1
2

a
r

ε = . 

 

Ответ: 
1 3

1 2 2

sin
;

2

RF m g m g
ra

R Rm m m1 2 32 2r r

α+ −
=

+ +

1
2

a
r

ε = . 
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Решение задачи с помощью различных 
методов теоретической механики 

 
Задача №8 

 
Определить ускорение грузаА массой , опускающегося под действием 
собственного веса, если барабан В – полый цилиндр массой  и радиуса 

1m

2m R . 
Решение: 

 
 Механическая система 
состоит из двух тел: грузаА, 
совершающего поступательное 
движение, и барабана В, 
совершающего вращательное 
движение. 

y 

B

 Связь между 
перемещениями: h Rδ δϕ= . 
 Зависимость между 
скоростями и ускорениями: 

1 2 ,v Rω= 1 2.a Rε=  
 

1. Дифференциальные уравнения поступательного и вращательного 
движения. 

 
Расчленим систему на отдельные тела и рассмотрим движение каждого тела 
отдельно. 

 Тело 1 движется поступательно 
вдоль оси у. Силы, действующие на тело 
1 – сила тяжести  и сила натяжения 

нити  T . Составим дифференциальное 
уравнение движения тела 1 в проекции на 
ось у: 

1m g

1 1 1m a T m g− = − , 

1 1 .T m g m a1= −  
 Тело 2 вращается вокруг 
неподвижной оси , перпендикулярной к 
плоскости чертежа. На тело 2 действует 

сила тяжести    и сила натяжения нити .  Дифференциальное 
уравнение вращательного движения в проекции на ось : 

z

2m g T
z

X

O 

δϕ

m2 

R

hδ

Ζ
А 

m1 

m1g 

X

O 

y 

2

R 

Ζ T 

T 

m2g 

ε

a1 
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2 ,zI TRε =  
где  zI  - момент инерции тела 2 относительно оси , для полого цилиндра 

вычисляется по формуле: 

z
2

2 .zI m R=  

Выразим угловое ускорение 2ε  через линейное ускорение тела 1: 
1

2
a
R

ε = . 

Получим: . 2 1m a T=
 Подставим найденное значение силы натяжения нити  в 
дифференциальное уравнение для тела 1: 

T

2 1 1 1 1,m a m g m a= −  

отсюда  1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

 
2. Теорема об изменении кинетической энергии. 

 

1

n
E

II I i
i

T T A
=

− =∑ . 

 Так как в начальный момент времени система находилась в покое, то  

1

0;

.

I
n

E
II i

i

T

T A
=

=

=∑  

Кинетическая энергия системы в конечный момент времени:  

( )
2 2 2 2 2

21 1 2 1 1 1 1
2 12

1 .
2 2 2 2 2

Z
II

m v I m v v vT m R
R

ω
= + = + = + 2m m  

Сумма работ всех внешних сил: 1
1

n
E
i

i
A m g Sδ

=

=∑ . 

По теореме об изменении кинетической энергии получим: 

( )
2
1

1 2 12
v m m m g Sδ+ = , 

2 1
1

1 2

2 .m g Sv
m m

δ
=

+  

Продифференцируем это выражение по времени: 
1

1 1 1
1 2

22 ,m gv a v
m m

=
+  

1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

 
3. Теорема об изменении кинетического момента. 
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1

n
Ez
iz

i

dL M
dt =

=∑ . 

Кинетический момент системы относительно оси : z

( )2 1
1 1 2 1 1 2 1 1 2 .z z

vL m v R I m v R m R v R m m
R

ω= + = + = +  

Моменты всех внешних сил относительно оси : z

1
1

.
n

E
iz

i

M m gR
=

=∑  

Получим: 

( )1 1 2 1 ,d v R m m m gR
dt

+ =⎡ ⎤⎣ ⎦  

( )
1 1

1 2

,dv m gR
dt R m m

=
+  

1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

 
4. Принцип Даламбера. 

 Y

Силы инерции и моменты от сил инерции: 

1 1 1,m aΦ = 2 1
2 2 2 .Z Z

a
1M I m R m Ra

R
εΦ = = =  

Сумма моментов внешних сил и сил 
инерции относительно точкиО: 

1 1 1 2 1 0,m gR m a R m a R− − =  

1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

 
 

 
5. Общее уравнение динамики. 

 
Сумма работ задаваемых сил и сил инерции на возможном перемещении: 

1 1 1 0,Zm g S m a S Mδ δ δϕΦ− − =  

2 1,ZM m RaΦ = ,S
R
δδϕ =  

1 1 1 2 1 0,Sm g S m a S m Ra
R
δδ δ− − =  

X

O 

Ζ

m1g 

a 

1Φ

Z
ΦΜε

v 

Н
А
УЧ

Н
О

-И
Н
Ф
О
Р
М
А
Ц
И
О
Н
Н
Ы
Й

 Ц
Е
Н
ТР

 С
А
Н
КТ

-П
Е
ТЕ

Р
БУ

Р
ГС

КО
ГО

 Г
О
С
УД

А
Р
С
ТВ

Е
Н
Н
О
ГО

 Т
Е
Х
Н
О
ЛО

ГИ
Ч
Е
С
КО

ГО
 У
Н
И
В
Е
Р
С
И
ТЕ

ТА
 Р
А
С
ТИ

ТЕ
ЛЬ

Н
Ы
Х

 П
О
ЛИ

М
Е
Р
О
В



1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

 
 

6. Уравнение Лагранжа II-го рода. 

.d T T Q
dt xx

⎛ ⎞∂ ∂
− =⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂∂⎝ ⎠

 

x  - обобщенная координата, 1x v= ,  - обобщенная сила,  Q 1 .Q m g=
Кинетическая энергия T: 

( )
2 2 2 2 2

21 1 2 1 1 1 1
2 12

1 .
2 2 2 2 2

Zm v I m v v vT m R
R

ω
= + = + = + 2m m  

0T
x

∂
=

∂
 - кинетическая энергия не зависит от обобщенной координаты. 

( ) ( )
2
1

1 2 1 2 ,
2
vT m m m m x

x x

⎡ ⎤∂ ∂
= + = +⎢ ⎥

⎣ ⎦∂ ∂
 

( ) ( ) ( )1 2 1 2 1 2 ,d T d m m x m m x m m a
dt dtx

⎛ ⎞∂ ⎡ ⎤= + = + = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎣ ⎦∂⎝ ⎠
1  

подставляя в уравнение Лагранжа II-го рода, получим: 
( )1 2 1 1 ,m m a m g+ =  

1
1

1 2

.m ga
m m

=
+  

Ответ: 
1

1
1 2

.m ga
m m

=
+  
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